LA CUERDA VIBRANTE

e la cuerda es extensible
e inicialmente se encuentra sobre el eje de abscisas x

e la posicion de un punto de la cuerda viene descrita por su posicion vertical
y(z, 1)

e la posicién depende de z y y (funcion de dos variables)

TENSION DE LA CUERDA: T = T(x,t)

Consideremos un elemento de cuerda de longitud Ax suficientemente pequeno
en un cierto cierto instante t.

Aplicamos la segunda ley de Newton sobre el elemento (m es la masa del
elemento)

ma, =T (z + Ax)cosf(x + Azx) — T'(z) cos 0(x) (1)
ma, =T (x + Ax)sinf(x + Ax) — T'(x) sin §(x) (2)

HIPOTESIS (1): AMPLITUDES y(x,t) pequenas:

0 <<1=sginf ~tand ~60, cosh ~1



HIPOTESIS (2): SOLO MOVIMIENTO vertical:

a, =0

De esta forma, (1) y (2) quedan

0=Tx+Az)-1-T(z)-1 = T(x+Az)=T(x)=T = const.
ma, =T (x + Ax)tanf(x + Ax) — T'(x) tan 6(z)

, 0%y
ACELERACION VERTICAL: a, = 552
La ecuacion (4) la reescribimos como:
0y
Moy = T{tanf(x + Azx) — tanf(x)}

0
LA TANGENTE ES LA DERIVADA EN x: tanf(x) = (8_y>
£ xXr

Si p es la densidad lineal de la cuerda: m = pAx, entonces:

Y 1)), 1
ay_T axaH—Ax 0r ) Tay

— ~——= (A 0
otz p Ax p 0x? (Az —0)
Y asi llegamos a la ecuacion
Oy _T 0%y
o2 p Ox?

T
Si definimos ¢ = \/i . la ecuacion queda como:
P

o2 Oz
EcuAciON DE ONDAS

Ejercicio: demostrar que c tiene dimensiones de velocidad



ANALISIS DE LA ECUACION DE ONDAS: SOLUCIONES

Lot )

Cualquier funcién de la forma f(z,t) = f(x — ct) es SOLUCION de (9):

COMPROBACION:

O.f=f, Of=1f
Of = f' (=c), Opf =f'(—c) =cf" =00 f

EJEMPLOS: f = (v — ct)?, f ="~ .

e La funcion f(x — ct) es un perfil de x para cada instante de tiempo t.

e El perfil se desplaza a velocidad ¢ (hacia la dcha. /izda. si ¢ > 0/c < 0)
EJEMPLO:

flz,t) = (v — 2t)°

e g(x,t) = g(x + ct) es tambien solucion (se propaga hacia la iz. si ¢ > 0)

o Si fi(x,t) y folz,t) son soluciones, cualquier combinacion lineal de la
forma f = Af; + B f, tambien es solucién (Principio de Superposicién)

e SOLUCION GENERAL DE LA E.O.: u(z,t) = f(z — ct) + g(x + ct)



ANALISIS DE LA ECUACION DE ONDAS: SOLUCIONES ARMONICAS

Son de la forma:

u(xz,t) = ugcos{k(r + ct) + ¢}
e Son solucion Vk y ¢

e Son ondas periddicas en espacio:

2 2
u(a:Jr%, t) =g cos{k(w%—%ict)} = ugcos{k(ztct)+2r} = u(x,t)

2
A= %, (LONGITUD DE ONDA)

e Son ondas periddicas en tiempo:

2 2
u(z, t+k—7T) = cos{/{(xj:c(t+k—7r)} = wg cos{k(xtct)+2r} = u(x, t)
c c
2m ,
T = o (PERIODO DE LA ONDA)
c
2m ,
W= (Frecuencia de la onda)
. A w
— = — = C
T k

FORMA EXPONENCIAL COMPLEJA

u(z,t) = R{ug ' ki (10)

Por lo general trabajaremos con la forma compleja

(siempre recordando que es una cantidad fisica REAL):

U(Qf,t) —A ei(ka:j:wt)



CUERDA VIBRANTE: ONDAS ESTACIONARIAS (1)
e La cuerda se encuentra fija por los extremos x =0y x = {

e Condiciones de contorno:

y(0,t) = y(l,t) =0, Vi

e Perfiles de la forma f(z — ct) o g(z + ct) no pueden ser solucion, dado
que dichos perfiles deben anularse en los extremos, i.e., f = g = 0.

e Probaremos con funciones armonicas de la forma:

y(z,t) = A cos(kx — wt + ¢) + B cos(kx + wt) (11)

e Imponemos una de las condiciones de contorno y(0,t) =0, Vt :

y(0,t) = A cos(—wt + ¢) + B coswt =
= A coswtcosp + A singsinwt + B coswt =
= (A cos¢ + B) coswt + A sin¢sinwt =0, Vi

e La ultima ecuacion es una igualdad functonal, no algebraica, y debe
cumplirse en cualquier instante de tiempo (V1).

e En particular, para t = 0y para t = 7 /2w:

t=0: Acosp+B=0
f= A sing =0
2w

e De la segunda ecuacion, tenemos dos opciones:

A=0— B=0—sol trivial, o ¢=0,—- B=-A



CUERDA VIBRANTE: ONDAS ESTACIONARIAS (2)

e Finalmente tenemos
y(x,t) = A {cos(kx —wt) — cos(kx + wt)} = 2A sinkx sinwt (12)
e Ahora imponemos la segunda condicién de contorno (y(1,t) = 0, Vt):

y(l,t) = 2A sinkl sinwt =0, Vt

e De nuevo, esta ecuacion debe cumplirse para todo t:

sinkl=0— kl=0,7,27,3m,...,nm (n € Z)

ni
e MODOS NORMALES: k, = e

21
e LONGITUDES DE ONDA PERMITIDAS: )\, = —
n

nmc
e ' RECUENCIAS PERMITIDAS: w,, = e

mc w |T ,
e F'RECUENCIA FUNDAMENTAL: wy = T=7\ es decir:
P

Wp = Ny (13)
e 5i T T, entonces wy 1
e Si p |, entonces wy |
e Sil |, entonces wy |

e MODOS NORMALES:

nmTx

Yn(x,t) = A sin (T) sin (nwot) (14)




CUERDA VIBRANTE: ONDAS ESTACIONARIAS (3)

Yn(z,t) = A sin (?) sin (nwot) (15)
EJEMPLO
A=20, 1=100, T=10, p=1.0
™" 2
Wy = (= SIS 0.3142, Ty = =L~ 200 (perfodo fundamental)
[ \ p 10 Wy

t=4.375




ENERGIA Y POTENCIA TRANSMITIDAS POR LAS ONDAS (1)

Calculemos la densidad de energia cinética y potencial por unidad de longi-
tud en la cuerda vibrante:

e Cinética

- 1Am , _1Am [0y 2_1 oy (16)
Tlcin = 2 Ax Utransversal — 2 A Ot B 2 Ot

e Potencial

La tension de la cuerda se debe a su elasticidad, por lo tanto debemos
esperar que dicha tension derive de un cierto potencial (Ley de Hooke).

La energia potencial es el trabajo W que realiza la tension al estirar la
cuerda. Tomaremos como origen de potenciales la situacion en la que la
cuerda se encuentra horizontal:

- W T(As — Ax) As
Thpot = Azr Ax
LONGITUD DE ARCO As:

As = /(B2)? + (Ay)? = Af’f’\/l i <2_§:>2

Ay\”
Mpot = 1 \/1+(A—x> — 1

Ay

Aproximamos para Ny pequeno (amplitudes bajas):
x

a
Infinitésimos equivalentes: V1 +a — 1 ~ 5



ENERGIA Y POTENCIA TRANSMITIDAS POR LAS ONDAS (2)

1 ([ Ay S oy 2
Tpet 2 (A:C) 2 (61’)

DENSIDAD DE ENERGIA MECANICA 7)

1 oy oy
1 = Tcin + 77p0t (875) T <(9£C> (17)

Lo podemos expresar en funcién de p y ¢ (T = pc?):

@ E) e

IMPEDANCIA
Es el cociente entre la fuerza y la velocidad verticales:
7 Fvert _ Ta?cy
Uvert aty
Para una onda armonica la impedancia es
Tk T
W c

-2 (2) 5 (2)] g

POTENCIA TRANSMITIDA A LO LARGO DE LA CUERDA
Tenemos que evaluar la variacion instantanea de densidad de energia en

funcion del tiempo:

2 2 2 2
@_Z{18y8y+ dy 97y } Z{l@y o @0?;}:

ot~ “\eor oz € or wo - ot 6$2+cﬁx By

2 2
_CZ{0y8y+8y 8y} 8{2@%}

ot 0x? Ox Ox0t ox ot Ox
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ENERGIA Y POTENCIA TRANSMITIDAS POR LAS ONDAS (3)

0 f o)

Por lo tanto:

ot Ox ot Oz
POTENCIA
0 Oy Oy
P=——<c/d— = 20
O {C ot 8:1:} (20)
Esto nos permite escribir una ecuacion de conservacion para la densidad
de energia:
(977 opP
=0 21
ot "oz ox (21)

Veamos el significado fisico de P:

Calculemos la variacion neta de energia mecanica acumulada en un tramo
de cuerda entre dos posiciones x1 y Ts:

T2

La energia mecanica en ese tramo es: E = / n dx
T

La variacion instantanea de energia viene dada por la derivada temporal:

dE d [ " o " P
S pde= [ Zldz= © dz=P(z) - P
- a), "= gl ) gy dr=Ple) =Pl

Si hacemos un balance de energia entre t y t + At vemos que:

E(t + At) — E(t)
At
E(t + At) = E(t) + AtP(x1) — AtP(x9)
La energia final, transcurrido un tiempo At, es la energia inicial + la
que entra por r1 — la que sale por .

= P(z1) — P(z3), es decir

P(x) es la energia, por unidad de tiempo, que fluye por el punto x, de izda.
a dcha., es decir, la POTENCIA TRANSMITIDA en la direccion +z.
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ENERGIA Y POTENCIA TRANSMITIDAS POR LAS ONDAS (4)
Las expresiones anteriores las hemos obtenido partiendo de la ecuacion de
ondas, por lo tanto son GENERALES para cualquier onda, y no solamente
validas para la cuerda vibrante. En resumen:

DENSIDAD DE ENERGIA MECANICA DE UNA ONDA

=22 (%) ()} &

POTENCIA TRANSMITIDA EN LA DIRECCION +z

P ﬁ{cz% %} 23)

EcUACION DE CONSERVACION DE LA ENERGIA MECANICA
877 opP
ot 83:

—0 (24)
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ENERGIA Y POTENCIA EN ONDAS ARMONICAS (1)
Consideramos ondas de la forma u(z,t) = A cos(kx — wt + @)

7 (Ou\® 7
Tein = 5 (8_?) =50 A?w?sin?(kx — wt + @)

Ze (Ou\® 7
Npot = ?C ( u) = 20 p2p2 sin?(kx — wt + @)

Ox 2
W oo 9o
k:_jnpot:%Aw sin“(kx — wt + @)
c
Men = Mot 11 37 1
o9 9. 9
M= Nen + Tpor = — A"wsin’(kz — wt + ¢) (25

0 dy dy | : B B : _ _
P— 5 {CZE %} = —cZ{wAsin(kr—wt+¢) H{—kAsin(kx—wt+¢)} =

= ZA%W?sin? (kx — wt + ¢)
Es siempre positiva, dado que la onda se propaga hacia la derecha.

EJERCICIO (1): comprobar que 0y = —0,. P
EJERCICIO (2): calcular ney, Mpot, 7 v P para una onda viajando en sentido
opuesto:

u=A cos(kx + wt + @)
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ENERGIA Y POTENCIA EN ONDAS ARMONICAS (2)

PROMEDIOS TEMPORALES DE POTENCIA Y ENERGIA
Definimos el promedio temporal de una magnitud S(¢) periddica en el
tiempo con periodo T, es decir:

S(t+T)=S(t), Vt, como:

S = %/OT S(t) dt (26)

Entonces:

27 Jw 7 A202 1
/ “ sin(kx — wt + ¢)dt = —ZA*wW?
0

1
n_T c 2c

_ 1
P= i§ZA2w2

T —SInx CoOST

2
Los promedios temporales 77 y P son proporcionales a A?

)

EJERCICIO: demostrarlo (Ayuda: / sin® z do =



