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1. INTRODUCCIO,

A la relativitat, a diferéncia de la mecdnica newtonia-
na, no trobem exemples senzills de sistemes dindmics de diver
ses particules.

La formulacid covariant Lorentz de les equacions del mo-
viment per a sistemes de particules en interaccid, directa-
ment en termes de les variables de les particules (&s a dir,
sense utilitzar camps) &s 1°objecte de les teories d’accid a
disténcia. Entre elles podem distingir les accions a distdn-
cia instantdnies i les no instantdnies (KE.72).

Exemple de les segones és 1l°electrodindmica de Wheeler i
Feynman (WF.49), que dbéna 1llos a unes equacions diferencials
de segon ordre retardades; aquesta no é&s més que un cas par-
ticular de la teoria de Van Dam i Wigner (VW.65) 1la qual obté
com equacions del moviment unes equacions integrodiferencials.

Les dificultats d“aquestes teories consisteixen enque les
equacions que donen no sén.equacions diferencials ordindries,
per a les quals hom no sap formular teoremes d’existédncia i
unicitat ni tampoc cap métode de solucid (ni tan sols numéric).
Aixd mateix passa amb qualsevol teoria de camps. Si suposem
que cada particula crea el seu camp i que sobre una particula
donada hi actuen els camps deguts a la resta, obtindrem al
final unes equacions del moviment en diferéncies retardades.
Una cosa semblant passa a la teoria de Wheeler i Feynman abans
esmentada i que hom pot trobar breument discutida al comencga-

ment del capftol 3 d“aquest treball.



IL’accid a distdncia instantdnia té& dues branques. Una és
la iniciada per Dirac (DI.49), consistent en buscar una for-
mulacid Hamiltoniana utilitzant per a tal fi 1’estructura del
grup de Poincaré, i demanant que les transformacions d’aquest
grup siguin candniques. L’interés d‘una formulacid Hamiltonia-
na rau en que permet de quantificar la teoria fdacilment.

Ta dificultat d’aquests models estd en que les linies d’u-
nivers de les particules han d“8sser invariants. Si hom pren
com a coordenades candniques les coordenades fisiques de les
particules i les seves linies d‘univers sbn les mateixes per
a qualsevol sistema de referédncia Lorentzid, troba que 1°finica
dindmica possible és la de varticules lliures. Aixd &s el que
afirma el fambds teorema de No Interaccid, de Currie, Jordan i
Sudarshan (CJ.63) (Vegeu també (LE.65)).

Hom pot intentar superar aquests problemes suposant que
les 1inies d’univers de les particules no sbn invariants en
canviar d’observador d’inércia. Una altra manera utilitza els
models de Lagrangians singulars,els quals comentarem més avall.

La segona branca, dins de la qual es situa aquest treball
é€s la Mecanica Relativista Predictiva. E1 punt de partenca és
mantenir fermamant la invaridncia de les linies d’univers de
les particules i demanar unes equacions del moviment estric-
tament Newtonianes: acceleracions instantdnies en termes de
posicions i velocitats instantdnies de les particules.

E1l fet que le simultaneitat no sigui un concepte covari-
ant fa que aquest punt de vista sembli inacceptable. No obs-
tant hom demostra que les equacions de tipus newtonid sbén com-

patibles amb la invaridncia sota el grup de Poincaré. Aquest



prejudici ha fet que la dindmica relativiste de N particules
no sigui desenvolupada fins wolt tard (CU.66), (HI.67), mol®
després de la formulacid de la relativitat restringida per
Einstein. .

Podem trobar un fonament formal per aixd a 1l’electrodi-
ndmica meteixa. Eliminant els camps i fent desenvolupaments
de Taylor en les cadrregues hom arriba a equacions del movi-
ment del tipus Newtonid. La propietat de covaridncia sota el
grup de Lorentz, que tenien les equacions de partenga, es man
t& per tant en la versid derivada instantdnia (encara que a-
questa instantaneitat sigui totalment formal) (KE.65).

Tornant al cas general, la dificultat de la no-covariadn
cia de la simultaneitat rau en que posicions 1 velocitats que
sbn simultdnies en un sistema de referéncia no ho sbén en un
altra sistema en moviment respecte del primer; i per que la
dindmica en el sistema mdbil tingui la mateixa forma que en
el primer sistema considerat, hem de prendre noves posicions
i velocitats, desplagades al llarg de cada linia d’univers de
les particules, tal de que siguin simultdnies en el sistema
mobil. Aixd exigeix integrar les equacions del moviment per
obtenir les drbites. Aquesta situacid sembla insuperable.
Perd solament ens cal considerar transformacions infinitesi-
mals, perqué tota transformacid finita de Poincaré pot é&sser
descomposada com una seqiiéncia de transformacions infinite-
simals.

Aix{ obtenim fadcilment condicions necessdries i sufici-

ents que garanteixen la covaridncia de la dindmica de tipus




Newtonid proposada. En el primer capitol d“aquest treball fa-
rem un resum del que és la mecdnica relativista predictiva
per passar després a aplicar-la al cas de dues particules en
interaccid electromagnética, amb radiacib, al capitol 3.

En el camp de les teories daccid a distdncia, aquets
darrers anys han aparagut diferents treballs sobre models La
grangians singulars. Un Lagrangid singular és aquell per al
qual la matriu Hessiana respecte de les velocitats generalit-
zades és singular; aixd fa que hom no pugui aillar directa-
ment les acceleracions a partir de les equacions d’Euler-La-
grange. La teoria d’aquets sistemes arriba a unes equacions
del moviment (a les quals hi apareixen funcions arbitrdries),
vdlides solament sobre una subvarietat de 1”espai de les fases.

Els aventatges d’aquestes teories consisteixen en que hom
pot desenvolupar un formalisme Hamiltonid que permet de quan-
tificar facilment la teoria. Els teoremes de no interaccid no
es poden aplicar, ja que les posicions de les particules no
sbén variables candniques i les equacions del moviment obtin-
gudes sbén vdlides Gnicament sobre una subvarietat de 1’espai
de les fases.

Ara bé, les equacions del moviment que hom deriva d”aques
tes teories no sdén equacions diferencials de segdn ordre, ja
que contenen funcions arbitrdries; a més les condicions ini-
cials no poden ésser qualsevulles, sino que han de estar sobre
la subvarietat abans esmentada. Una altra dificultat es presen
ta quan escrivim les triacceleracions que s‘observen des d‘un

sistema inercial. Per a alguns sistemes aquestes acceleracions
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serdn instantdnies (en el sentit de que venen descrites en
termes de posicions i velocitats simultdnies de la resta de
particules) mentre que per d“altres no.

Perd des del punt de vista de la mecdnica relativista
predictiva, desitjem que no hi hagi cap observador inercial
privilegiat. Aixi, la segona part d“aquest treball estd dedi-
cada a buscar un sistema predictiu que coincideixi amb el sis
tema dindmic que es deriva d’un Lagrangid singular donat. Tro
barem condicions generals sota les quals tal cosa és possible,
i aplicarem els resultats al model de Dominici-Gomis-Longhi
(al capitol 5) (DG578).

La motivacid d“aquests treballs é&s aprofondir els conei-
xements de la dindmica relativista de sistemes de N particules
(des del punt de vista de la Mecdnica Predictiva), ja que pen-
sem que part de les dificultats de la Teoria Quantica de Camps
(eliminacid d“estats d”energia negativa; impossibilitat de
tractar estats lligats i d“altres) tenen origen relativista i
no quantic. Una mostra d’aixd sbén els models Lagrangians sin-
gulars proposats per explicar la interaccid entre els quarks,
els quals permeten d°eliminar els estats no fisics (norma ne-
gativa) i presenten potencials relativistes que permeten 4 ex-

plicar el confinament dels quarks (KN.73), (KV.76).
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2. MECANICA RELATIVISTA PREDICTIVA

Aquest capitol és un resum dels fonaments de la Mecd-
nica Relativista Predictiva (M.R.P.) i d”aquells aspectes
més elaborats que ens seran necessaris al llarg del present
estudi. E1 material estd tret fonamentalment de les referdn-

cies: (pr.70), (BEg71), (BM.75), (BF.76) i (BE.77).

2.1. Formalisme manifestament predictiu.

La M.R.P. estudia sistemes de N particules puntuals
-sens estructura(%)— en interaccib. Estd basada en dos prin-
cipis fonamentals que podem anomenar Principis de Predicti-
tat newtoniana i Relativitat, respectivament.

a) E1 Principi de Predictivitat newtoniana diu que la dindmica

d°un sistema de N particules puntuals aillat(%%) estd regi
da per un sistema d’equacions diferencials de segon ordre el
qual, per a un referencial inercial qualsevol, es pot escriu

I'e com

S

>
Sr.
c

g

o
1
P

(241.1)

c.

o
N

\

.dt aitxéﬂﬁrsk)

(#) En alguns treballs recents (LL.78), (BM.79) i (LL.80) ha
estat feta una extensid de la MRP al cas de particules amb

estructura: spin, multipols per a la massa i la carrega.

(##) Per a sistemes no aillats - sotmesos a forces exteriors

-la M.R.P, també ha estat formulada. Veyeu la ref. (SM.76).
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on X;', V;’ sbdn les coordenades i velocitats de la particu-
la a (a=1,2,..,N).

Aquest principi també pot ésser formulat dient que do
nades les posicions i velocitats del sistema en un instant

.oyt ) = (xo,vo)- hi ha una finica tra

inicial -per t=o , (Xao, oo

jectoria dindmica:

X2 = gy (e 5 )

tal que .
A

4 (rey v j0) = b

(Q; (xol U, 5 0) - U;)‘; (2.1.2)

Aqui qt: indica la derivada temporal de (f;' i Xﬁ%, ng
son constants.

Aquest és el significat de "Predictivitat newtoniana":
qualsevol observador d’inércia pot determinar les linies d“uni
vers de les particules si coneix les posicions i velocitats
de les particules del sistema per a una configuracid simultd
nia en el seu sistema de referéncia, Jjuntament amb les "for-
ces" a;'(xg,vg).

b) E1 Principi de Relativitat diu que el sistema dindmic

(2.1.1) ha d“ésser el mateix per a qualsevol observador d’inér
cia. Aixl, atés que els canvis de coordenades entre dos re-
ferencials inercial ve donat per una transformacid de Poinca-
ré, tindrem que si apliquen una d”aquestes a la solucid de
(2.1.1) corresponent a unes determinades condicions inicials,

la trajectdria transformada també serd una solucib de (2.1.1),
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. corresponet a unes altres condicions inicials.
Matemdticament aixbd vol dir que donada una transfor-
maci de Poincaré (de pardmetres AP = (LA, , 4Y), B=1,..,10):

e

-

— LA (xS~ mY) (2.1.3)

. .. . e L { . .
i unes condicions inicials ( Xmo, N@i,), existeixen unes

funcions:

. L
LI B
X oo = ‘L (xu,:u:,} A )

_ ‘ (2.14)
v lo= 3“: (xelu-ej /\B)
tals que verifiquin:
LA A Ko Ao %k _pé +]j (t-8°) =
s[‘(a( o N 5 £) ] o ) (2.1.5)

= (P(: (X‘CH”’; ; Lcj[tea% (Xoru—o;t)_ H§]+Loo(t—ﬂb))

Aquesta definicid cal completar-la dient que iiz-<,L - que
, -2

suposem v&lida sempre - implica ;a_< A en tot el interval

d’existdncia de la integral general.

Definicid.~ Direm que (2.1.1) &s un Sistema Predic-

tiu Invaridnt sota el grup de Poincaréd (S.P.I.) si satisfad

(2.1.5).

Hem formulat aeci el principi de Relativitat demanant

que la integral de (2.1.1) sigui invariant sota el grup de
Poincaré. Si haguessim intentat formular la invaridncia del
sistema diferencial (2.1.1) hauriem topat amb la dificultat

de que les coordenades temporals de cada particula no es trans-

formen de la mateixa manera - com &s ben conegut estats de
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dues particules que sdén simultanis per a un observador no
ho sbén, en general, per a un altreja més les transformacions
de Lorentz barregen les coordenades espacials xé_ A el
temps t. Es per aixb, probablement, que sovint han estat con-
siderats incompatibles els dos principis esmentats. Veurem
ara que aquest no &s el cas i que el principi de Relativitat
solement imposa algunes restriccions sobre les posibles fun-
cions C\-i& ( k‘é‘, i 3i‘) .

Per a determinar les funcions -&;, %i que apareixen

a (2.1.4), definim T, com la funcid implicita (#):

L‘-‘G(TQ- Flo') + LoiE-?j s, i 3-(-&.) _ H“N& =il (2.1.6)

Posant ara t="T, a 1l°equacid (2.1.5) i a la que hom

obté en derivar-la respecte a t , tenim:

XL l_.:i [ (oo X))~ BT 4 L (T.~a°) o

J.r‘:o = [L\:,j L%i (rbkrb;TA] 4 LCO][LOS %: (!co o ‘)To\] . 3 Lou—lﬂl

Vejam ara qud ens diu (2.1.5) sobre els a, . Deri-

vant (2.1.5) Ques vagades respecte a tiobtenim:

(#) Aquesta funcid implfcita T, pot &sser aillada de (2.1.6)
gracies a la condicid W, <A , vdlida a tot el interval

d’existéncia de les funcions %t .
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Ly g (rowjt) = G2 (s wL,-.fL)[LwL"i q3 Ceouresk) | +

-T".Pi (x', xr'o')t{a\) ]}3s :{;i (%o o, k) (2.1.8)

= L)+ L Tgd )75

Posem ara t=A® ; A=O ; Lﬁ;: %)L (translacid tem-

poral). Tenint en compte que Qﬁ és la integral general de
(2.1.1) tenim:

a,t L(P st H°)’ L}J(ba\l'a;l:{"’) A ) . d:,(((’ (rou,,af’)j%(poucn“ho)(a.1.9)

on xo, 4, R® sbn arbitraris, i per tant:

Dab _
~t =0 (2+:1410)

Andlogament, considerant els altres tipus de transformacions
que formen el grup de Poincaré, arribem a les equacions dife-
rencials (BE.77):

8a
Bxbi

€y — 3 )

(2.1.10L)

b

‘ ! Sok Yok
e* . 0% = xS 2 + 4 .



6=

: i . ) {
1/ k.  x)08a {7 K K 1 K K] 2aa
Arb()([,")(,\)‘ﬁ +l-_ab(xb—x& )+Lgu;—e;,,£ 3 { =
oy y
=285 u,f + an vt (2.1.13)

De 1’equacid (2.1.10) tenim que les ai no depenen del temps;
de la (2.1.11) que tant sols depenen de les posicions relati
ves, de la (2.1.12) que es comporten com vectors sota rota-
cions. Fins aci tot era d’esperar. Hem obtingut, e més, (2.1.13)
la qual és deguda a la invaridncia sota transformacions de
Lorentz pures. Aquestes sdn unes equacions noves, obtingudes
per primera vegada per Currie (CU,76) i Hill(HI.67), encara

que per un métode no gaire satisfactori. Sdn equacions en de

rivades parcials, de primer ordre i no lineals i hom les ha

d’interpretar com unes condicions que ha de satisfer el sis-
tema (2.1.1) per a ésser invariant relativistz en el sentit
que aci hem donat al principi de relativitat.

Fins aci hem demostrat que qualsevol S.P.I. satisff
(2.1.10-13). La reciproca és també certa: si a;' es solucibd
de (2.1.10-13) 1llavors (2.1.1) és un S.P.I. La demostracid és
farragosa i hom pot trobar.la a (BE.77).

Per a demostrar que els dos principis de Predictivi-
tat newtoniana i de Relativitat son compatibles, en hi ha
prou amb veure que el sistema d“equacions diferencials en
derivades potencials (2.1.10-13) admet solucions. De la teo-
ria general per a sistemes d’aquests tipus es desprén que

n“hi ha una gran varietat, com ja veurem amb mes detall en
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referir-nos a les condicions de contorn(#). Hom es podria
preguntar també si entre aquestes solucions hi sbén les in-
teraccions conegudes (electromagndtica, gravitatoria, etc.).
La resposta &s afirmativa i ens ocuparem del tema en altres
capitols d‘aquest treball.

Hom coneix bastantes solucions particulars - i exac-
tes- de (2.1.10 -13) perd cap d“elles no t& una interpreta-
cidn fisica acceptable. En camvi, mitjancant técniques per-
torbatives, la M.R.P. es manifesta com un marc tedric molt
fitil per & 1’estudi de la dindmica relativista de sistemes
afllats de particules. En ser les equacions (2.1.13) no li-
neals per a les acceleracions, no és valid el principi de
superposicid de forces usual a la mecdnica newtoniana i aixi
hi apareixen d°una maners natural forces a tres particules
i més (£#). Curiosament (2.1.13) no admet solucions que de-
penguin exclusivament de les posicions i qualsevol forg¢a ha

de dependre de la velocitat.

(#) Veyeu la ref. (LA.76) on hi podeu trobar uaa familia molt
general de solucions, i tamb& la (BE.74) on hi son donades
unes solucions particulars exactes en el formalisme manifesta

ment invariant (apartat 2.2)

(%%)En aplicar métodes perturbatius hom veu que a primer or-
dre si que val el pincipi de superposicid. Les forces a tres

i més cossos apareixen en ordres superiors.
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2.2. Formalisme manifestament invariant

A 1’apartat anterior hem presentat una formulacid
de la MRP que exhibeix el seu cardcter predictiu, perd que
no és explicitament covariant. Aquil presentarem un formalis-
me que si que ho &s i que &s equivalent a 1’anterior (BE.74),

(BE.77). Direm que un sisteme diferencial del tipus:

dxt
A< -

u (22l
d e M O
1< = Ba (?‘g,“c)

és el Resolvent de (2.1.1) sempre que -donades unes condicions
inicials-1les linies d‘univers de cada particula, solucib de
(2.2.1), coincideixin amb les trajectdries de cada particula
que ens ddna (2.1.1) (= és un escalar Poincaré).

Les aceleracions a;' de (2.1.1) dependran en princi
pi de pardmetres tals com les masses de les particules, les cd
rregues eldctriques, etc. Nosaltres considerarem no un sol
sistema (2.1.1) per uns valors donats de les masses, sino to
ta la familia que hom obté en donar tots els valors possibles
(> 0) =z les m . Si es necessari posarem explicitament 1la
depend&ncia en les m, en la forma a;'(x,vlmb) i el mateix
per Cf;' . Ho fem aix{ perqué desprds imposarem (2.2.4) que

ﬂ:Jﬂ = —ng i si volem que les quatre components de 11§

alu a
siguin variables independents, ﬂiﬂ@v‘ ha de poder prendre
qualsevol valor.
Formulem matemdticament aix6 que hem dit. Siguin
T M P
(E%;wb ]

-per T = 0- 1 sigui

(#,w) unes condicions inicials de (2.2.1)

)
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ns = & (2,05 (2.2.2)

la integral general corresponent de (2.2.1) ( § vol dir
derivade respecte de T , a(z,w ) constants) .
Definicid. Direm que (2.1.2) es el Resolvent de 1la familia

de SPI (2.1.1) si

3L (2,052) = @5 (0w )
X (2.2.3)
@ou (thjtj = to‘-

on wb)xgﬁg’t@ venen donats de una manera evident () en

funcibd de z,w,T Dper :
p 2
Wb’z(* wb‘”hﬁ) (2.2.4)

- - - - -
Xo A, son definits implicitement per

20 = QL (woo; 20 |wiy)
¢

o LI .

:-: q: (xoub}zﬁ\wg) (2:2:5)

Ooal

(A (2.2.4) ens diu que cada l1linia d‘univers estd parame-
tritzada amb el seu temps propi dividit per la massa de la

particula. (x_,v ) corresponen a t=0, i (2;,uo;/cug) corres-

o]

59 ber tant tenim (2.2.5)« Perx t=zg, T =0 i per

ponen a t=z
t=t_  ha passat un temps propi z ; de la relacid estre t i T

surt (2.2.6).
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it, &s definit també implicitament per

B= : iz,

- =< L 4-¢0 @pi (xorso; ¥ lue) T " (2.2.6)

za

La notacid referida al SPI (2.1.1) es id&ntica a la del
apartat 2.1. Solsament hem fet constar explicitament la depen-
déncia en les masses.

Enunciarem ara alguns teoremes, referits al Resolvent d“un
SPI, sense donar la demostracid, que pot ésser trobada amb
detall a (BE.77).

Teorema 1. E1 Resolvent d°un SPI existeix i &s finic.

Les funcions 9£ venen donades per:

0% (2,0) = (o) (5 +uintend e ) §L (ko028 (1)

(2.2.7)
93.(.2;“'5}: U“:?(CD; )3 wa\{ :-.Fi (Ko U_n;, 2: ‘ WL:)

on m, X, V, venen donats en funcid de z,w per (2.2.4) i

(2.25)

Observem que les %ﬁfvenen donades no en funcid de les
a; sino de la integral general CP; de (2.1.1); aixd fa que
el pas del formalisme predictiu al formalisme invariant -de
(2.1.1) a (2.2.1)- sigui molt compliczt; prdviament hom ha
d’integrar (2.1.1). Com veurem, el pas invers &s molt més
senzill. Aquestz és una de les raons per les quals utilit-
zem el formalisme invariant preferentment al predictiu.
Teorema 2. Le integral general d°un sisteme Resolvent

qualsevulla verifica:
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5:: $ay (z,0y7%) = wa wap (2.2.8)
g | $ulzok) Bezeoesze)se] = T (s Tatz) , My, (2.2.9)
& [1eE-8), [, we 5= Lﬂ“@:@'wﬂ)#ﬂpl (2.2.10)

qualsevulla que sigui la transformacid de Poincaré (LP,, A’\ ).
Aquestes relacions sdn equivalents a les equacions seglients

per @i‘ -

M
Ba (»7) Tap = © (2.2.11)
. AN »
I": PAT/4 + @:\ PYS A -0 (2.2.12)
? xa'v e
M
. e (2.2.13)
b = O
D x®
R 1= 200 ro _ul e (2.2.14)
Xpy = Xgpt —— Ty~ —7 = 1,8, 2ol
dxP e Dx e 2mp b P i 1* av

En 21 denominador de (2.2.12) hem pujat 1°{ndex a’ per
a indicer que el conveni de la suma no 1l°afecta.

Les equacions (2.2.8) -o (2.2.11)- ens diuen que “:%ﬁﬁ
€s una integral primera del moviment, que podem identificar
amb la massa de la particula a.

Les equacions (2.2.10) -o bé (2.2.1%3) i (2.2.14)- ens
diuen que fﬂf es comporta com un quadrivector que depédn de

les coordenades relatives (i de les quadrivelocitats w2y,
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Tot aixd era de esperar. A més hem obtingut coses noves.
(2.2.9) vol dir que la familia N-paramétrica de transforma-
cions

(2.2.15)

-
o = &i: [EaU{BZA)

de 1°espai de les fases (MY sobre ell mateix, és la rea-
litzacid d‘un grup abelid. Aquestes transformacions corres-
ponen a canviar les condicions inicials, traslladant-les ar-
bitrdriament sobre les linies d‘univers de les particules
solucib de (2.2.1). L’equacid (2.2.9) diu que la solucid que
correspon & les condicions inicials traslladades é&s la ma-

teixa que abans, modificant tan sols 1l“argument =z .

_ (M%)

cT
=
ct T
'Zq ) _
Z} {’EQCCI 5 ‘c) = @JCI J:Zﬁ*c)
T
b ct
Ay
a b c

Les equacions per a la G%F que expressen el caradcter
abelid d“aquest grup de transformacions sén les (2.2.12),

les quals anomenarem equacions de la Predictivitat o equa-

¢i§ de Droz-Vincent (DR.70).
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Hem introduit fins ara dos formalismes, el manifesta-
ment predictiu i el invariant. Sabem passar del primer al
segon. Per veure la seva equivalédncia cal saber passar del
segon al primer de forma inica. Aixd queda garantit per les
definicions i teoremes que segueixen, i que es poden trobar
a (BE.77).

Definicid 1. Un sistema de la forma (2.2.1) direm que

&s un Sistema Invariant Projectable (SIP) si les Q%f veri-

fiquen les equacions (2.2.11)-(2.2.14).

Definicid 2. E1 Sistema Associat a un Sistema Invariant

Projectable é&s un sistema del tipus (2.1.1) tal que la seva
integral general "coincideix" amb la del SIP considerat.

Es a dir, si

' N
Ca (050t wy) = &p (20 52a) (2.2.16)
on z,w , Za Venen donats clarament en funcid de Xgy Voo by
m, per:
)"' ) }' — 2 A~ g
Zb :(O}xﬁb) b S wb(‘“ulo) LL)“IE) (2.2.17)
i Zzoa estd definit implicitament per
@D
1= = a(Z;u.;j_Cm) (2.2.18)

Podem enunciar ara els Teoremes seglients:
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Teorema 1. E1 Siatema Associat a un Sistema Invariant
Projectable existeix i és finic; &s una famflia de sistemes
predictius invariants (parametritzats per les masses). Les
acceleracions a; del Sistema Associat venen dades en ter-
mes de les ®Y del SIP per:

C

o (vl = wid (4-53) (8 »’q";xrui‘)%i (z0) (2.2.19)

on z, w venen donats en termes de x_, v_, m, Dper (2.2.17).

A diferéncia del pas invers, aqui les a; estdn dades
solsament en termes de les ?%f , 1 de manera molt senzilla.

Teorema 2. Donat un Sistema Invariant Projectable, cons-
truim el seu Sistema Associat; a partir d”aquest ens cons-
truim el seu Resolvent. Aquest Gltim coincideix amb el SIP
de partida.

Teorema 3. Donada una familia de sistemes predictius
invariants parametritzats amb les masses, construim el seu
Resolvent, que tindrd un cert Sistema Associat. Aquest fl-
tim coincideix amb el SPI de partida.

Amb aixd queda completada la demostracid de 1’equiva-
18ncia de les dues formulacions de la Mecdnica Relativista
Predictiva. Hom pct trobar demostracions parcials d”aquesta
equivaldncia general a la referéncia (FL.78). Sabem també

pessar 4d°un formalisme a 1”altre, i coneixem moltes de les

seves propietats.
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2.%. Formalisme multitemporal.

Es una variant equivalent del formalisme manifestament
invariant; té 1”aventatge de posar més de manifest encara
la naturalesa de les equacions de la predictivitat (2.2.12).
Aquest formalisme fou introduit per Droz-Vincent (DR.70).
Treballem a 1°espai de les fases del sistema de N par-
ticules, (TMHY | on ™" &s el fibrat tangent a 1%espai de
Minkowsky e . A partir del sistema diferencial (2.2.1) ens

construim els N camps de vectors tangents a 1°espai de les

fases,

— : ( O 9
Ho = Say o 2— 4 Y (e,n) =S (2.3.1)

3

H_ trasllada la particula a sobre la seva 1linia d’univers
-

i deixa les altres inalterades (degut a gab)' Per tant H_

deriva parcialment respecte del"temps propi" () de la par-

- —
ticula 1 (Haz 2/3%.). Els N camps H, sbn els generadors in-

finitesimals del grup abelid N-paramdtric de transformacions

—p
de (muHY | (2.2.15). Amb 1’ajut dels camps H_ , el sistems

diferencial (2.2.1) s’escriu:

~p
M
Hi x;f.: £at Mo

ﬁb 1l = Sat D (x.1) (2.3.2)

(A Per "temps propi" z. de la particula a entenem un mfil-
tiple constant de 1”esmentat temps propi; la constant mul-
tiplicativa la prendrem sempre igual a 1 inversa de la ma-

. -1
ssa de la particula considerada, m_ = .



e
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Ara, perd, (2.%.2) &s un sistema d’equacions diferen-

cials en derivsdes parcials, amb N variables 2Z,,...,

Zu .

Les condicions d“integrabilitat d“un tal sistema obliguen

—
a que 1°8lgebra dels camps H_  sigui tencada (veure (HI.73%)

pdg. 155):

['ﬁa,j(g.] = C:b b‘l'ﬂ) Kc (2.3.3)

—»
E1 fet de que els Ha siguin els generadors d’un grup fa que

les Cgb(x,11) siguin constants -les constants d‘estructura

C

del grup- i el cardcter abelid d aquest obliga a que Con

=Oa
Perd &s facil veure que

v "
—L v %90\ ‘ w @6&
[HQ’HQ‘-] =0 4—:—9 TZQ\ ‘a \U+_ %a\ A

o o Tko“’

= O (2.3.4)

Aquesta é&s 17interpretacid Gltims de les equacions de la pre-

dictivitat; traslladar una particula sobre la seva 1linia 4’ u-

nivers (a TM4) no afecta a les altres particules en el sen-

tit de que, si prenem com a condicions inicials de (2.3.2)

la nova configuracid, obtenim les mateixes trajectdries.
Observem que la integral general de (2.3.2) a (TM4)N

€s una subvarietat S de dimensid N:

‘ »
Xi = &@(leBZa)
* (2.32.5)
W£ = é(} (?;(u)BZo\\

on cada X;’,'ﬂip depén solament de =z, , perd tenim N pa-

rametres 2, ,..., 7y . La projeccid d’aquesta subvarietat
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S sobre 1’espai de les fases de cada particula, (TML")a ,

ens déna la trajectdria la de la particula a, que és

una corba unidimensional parametritzada amb Z. , com hem
vist més amunt fa un moment. La subvarietat S &s per tant
el producte cartesid de les trajectdries de les N particu-
T

les: 8=, X% ... x|y (vegeu la figura segiient).

En canvi, la solucid de (2.2.1) &s una corba V' de
(TM4)N , naturalment continguda dins de S, que correspdn a
un determinat "aparellament" dels punts de les corbes Tl,
coes TL . Com &s fa aquest "aparellament"? Cal recordar tan
sols que d4/dz = éaﬁ; . A partir de les condicions inicials
-que determinen un punt AeV ¢ 8- deixem que totes les par-
ticules evolucionin la mateixa quantitat de "temps propi" i

el punt aixi obtingut pertany també a T . Es a dir, fem nu-

méricement ;= T,=...= =T .
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La figura mostra la situacid descrita abans per a dues
particules. Si les condicions inicials corresponen a punts
diferents de [ x Tg (A i A”), obtenim diferents aparella-
ments dels punts de Ta i r& .

A (TMq)N tenim una realitzacid trivial del grup de

Poincaré posant:

, (M M
X‘aﬂz I—-Mp(?‘o\f'ﬁv) y Ta :LUT\‘: (2.3.6)

on (L}L, AY ) &s una transformacid de Poincaréd actuant a M4.

Els generadors d”aquestes transformacions sbn:

—% ~

Py o= -2
! Y (2.3.7)
_p (\
A A )( b P9
T = - L [x + .3,
oo = (13 e~ g [ 5z + 0l (2.5.8)
- -
P sbn els generadors de les translacions i J}_“J sbn els

generadors del grup de Lorentz. Si a més tenim un sistema
diferencial predictiu invariant del tipus (2.2.1) sabem que
les transformacions (2.2.15) formen un grup abelid a N pard-
metres. Els seus generadors sdn els N camps de veotors‘ﬁé
introduits a (2.3%.1). Les equacions (2.2.11)-(2.2.14), que
ens diuen que el sistema diferencial &s predictiu i inva-

riant Poincaré, poden &sser escrites en termes d’aquests ge-:

neradors com:

-

[fp,ﬁq] =0 [ﬁ;u', Ha ] =0 (2.3.9)
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-+ =
[ Mo, Ha] = 0 (2.3.10)
(—‘? M
on [ ; T &s el clauddtor de Lie dels camps considerats i
— >
4 (Ha ) &s la derivada de Lie segons el camp H, -

Les equacions (2.3.9) i (2.%.10) ens diuen que els 10+N

—tr b —>

camps de vectors P, , qu ) Ha generen una dlgebra de Lie

que és una extensid abeliana trivial de 1°d1gebra de Poin-

caré; anomenarem Grup Complet de Simstria del sistema dind-

mic considerat al grup de transformacions de (TM4)N generat
per aquesta dlgebra de lie.
A partir d’ara, vista 1°equivaléncia dels tres forma-

lismes de la MRP, anomenarem Sisteme Predictiu Invariant

(SPI) tant a un sisteme de la forma (2.1.1) com a un de la

forma (2.2.1) o (2.3.2).

2.4, Formes Hamiltonianes.

L’interds d“una formulacid hamiltonisna de la MRP resi-
deix en que permet de definir sens ambigﬁetat el quadrimoment
lineal i el tensor moment angular d‘un sistema dindmic. Per
altra part, tan sols sabem construir efectivament 1la Mecdni-
ca Quadntica i la Mecdnica Estadistica a partir del formalis-
me hamiltonid.

T —
Sigui ) una forma simpléctica sobre (TMq)h i sigui §
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un camp de vectors sobre TM4 que deixi L invariant (%):

2Z) =0 (2.4.1)

—
Localment (lema de Poincaré) podem associar a aquest g una

>
funcid F(Z ), definida univocament amb 1l”excepcid d“una cons-

tant aditiva, per la condicid (veure (G0.69), pdg. 128):

UZ )L =-dF(2) (2.4.2)

on i(=) &s el producte interior i d la diferencial exterior.
Inversament, per tal com {1 &s de rang mdxim, hom pot
4>N g

associar a cada funcid f sobre (TM un camp de vectors Xf

tal que

Ak_i,g)ﬂ: —-A% (2.4.3)

—
Es trivial demostrar que £l &s invariant per aquest Xp o

La correspond@ncia (2.4.3) permet de definir el parén-

tesi de Poisson de dues funcions ((G0.69), pdg. 126):

“ 1‘3}' = Q@%Eg\ = QJ,(%X (2.4,4)

el qual, gracies a que ) és tencada, gaudeix de la propie-

tat seglient que ens serd molt Gtil:

d{F(Z),FZ.)f=4 F“@T,%ﬂ (2.4.5)

(#) Una forma simpldctica és una forma diferencisl d’ordre
2, tancada -es a dir, df1=0- i de rang mdxim. En coordenades
hom expressa aquesta condicid dient que si fl:if;lcsAgiAdal,

<
llavors detﬁflij)#o. l
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Per les raons exposades, donada una forma simpléctica
invariant pel grup de Poincaré, 1°equacid (2.4.2) ens per-
metrd de definir -amb 1’excepcid de constants aditives- el
quadrimoment lineal i el tensor moment angular del sistema.

Donat un sistema predictiu (2.2.1), direm que L é&s

unz Forma Hamiltoniana (BM.75) si és una forma simpl&ctica

invariant pel Grup Complet de Simetria del SPI considerat.

Es a dir, si
{,@;)on i(ﬁ;‘lp]ﬂ =0 (2.4.5)

£({,) a0 =0 (2.4.6)

Aquestes equacions diferencials sobre () , cal completar-les
amb una condicid de contorn que determini una (nica solucid.
Tornarem més endavant sobre aquest punt.

Donada una forma hamiltoniana, podem associar funcions

- > -
Pﬁ , qu » H, a cada un dels 10+N generadors 3” s Juw s Hy

del grup complet de simetria. Aquestes funcions estan defini-
des excepte constants aditives per (2.4.2); Perd per al grup
de Poincaré (de generadorsug; R ?;u ) &s ben conegut que a-
questes constants queden determinades de forma finica per la
condicid de que els Paréntesis de Poisson d‘squestes funcions

verifiquin les mateixes relacions que els conmutadors (clau-

ddtors de Lie) dels generadors corresponents (SM.74):

{2, 2} =0 (2.4.7)

{Jp Japt = "(}Jﬂuf* Yop ‘:SM-qMTM— Toa Ip (2.4.8)
{F)" ( U"’f\} \1).1}\ Vl,uus TA (2.4.9)



-30-

Hom demostra ficilment també que (BM.75):

{2, Ma}=0 %0 Mol =0 (2.4.10)

{ Ha Hg 'y =0 (2.4.11)

Per (2.4.3) aixd significa que els P, , S (i també H, (A )

,u
sbn constants del moviment del SPI considerat. Les equacions
(2.4.7)-(2.4.9) mostren com P,, es comporta com un quadrivec-
tor i J,p com un tensor de segon ordre antisimétric, sots

transformacions de Poincaré. Els anomenarem, respectivament,

quadrimoment lineal i tensor moment angular del SPI conside-

rat.
Donat un SPI, hom pot calcular les funcions P, , {MP
directament sense el cadlcul previ de la forma hamiltoniana

L) mitjensant les equacions (2.4.7)-(2.4.10) que, utilitzant
(2.4.3) donen:

%(fp)?}) =0 %(_(jbu).)z}}: le}"kl\'le)d:P\) (2.4.12)

()2, =0 (2.4.13)

Lequacid (2.4.12) diu simplement que P/u es comporta com
un quadrivector invariant per traslacions sota transforma-

cions de Poincaré.

(#) H, en canvi, no queda determinat per (2.4.10) i (2.4.11)

i hom 1i pot sumar una constant aditiva arbitrdria.
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4T) o = U Bp My By

(2.4.14)
é(ie) Spp: WAP‘JPP-‘- Vl‘)‘_; U)}«‘— '7’“, ljf}x_qf}i Ul\-’
3 (W) I = O (2.4.15)

Igualment, (2.4.14) ens diu que es comporta com un ten-

{MP
sor antisimétric de segon ordre sota transformacions de Poin-
caré, Com abans, aquestes equacions diferencials han d’é&sser
complementades amb una condicid de contorn que determini una

solucid Gnica.

Considerem per exemple el cas de particules lliures,

04 -0. La forma simpléctica

(0)
QO = 2 l/()“) AxX A Any (2.4.16)

(o) (o)

verifica (2.4.5)-i (2.4.6). Els P, » Jyp venen donats per:

(o) \o)
Les funcions Ha les agafem

_{01__ ( _
& = "‘i'ﬂo\ rla}_‘ = = Mgy (2.4.18)

on hem pres la constant arbitraria igual a zero.

Es raonable esperar que la interaccid d‘un sistema de
particules tendeixi cap a zero més o menys rdpidament a me-
sura que la distdncia espacial que les separa tendeix cap

a 1°infinit (excepte en casos com 1‘oscil.lador harmdnic,
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on la forga creix amb la distdncia). Formulem-ho rigurosa-
ment. Sigui f(X,Tl) una funcid qualsevulla. Definim 1%ope-

rador Ra(A ) per:

'\]JI (¥a  Ka m,\ Jr(?‘a“"'\“aw“w “E) (2.4.19)

Direm que f tendeix cap a zero a 1%infinit passat (o futur)

i escriurem

,,Qi\m -(- =D (2.4..20)
X =% 00 p (4)

sempre que:

B R, (wp)ro Ry (e p) 4 =0 (2.4.21)

PP =00 (4 )

per tots els valors de h8><3 tals que

Tl}\ L\a

aa ~ Aag < < Kaa + Aaa

al
2 2 T % (2.4.22)
Kad! :"“q 'y Avat = Kaal =Tl Tig
Aquestes condicions surten de que volem un 1limit tal que
1’interval entre les particules tendeixi cap a +o00 . Per a

M molt gran, tenim:

~ _ &
(s ptar st cpal o arttant | v

i demanar (hajdf—ha‘ﬂif)27»0 dbéna (2.4.22). Es clar que si
== (x2)2+ () 00 > || > que 3s el que voliem.

Aquest 1imit consisteix en traslladar cada particula al llarg
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de la tangent a la trajectdria, com mostra la figura:

El nom d’infinit passat (futur) ve de que Xg passa a
X§+}xha‘r‘lo i com que ha,T\g>O, si )A-D—Oo(+oc) ,X:—b—oaGOO)
Es clar que si nf\lﬂ;f,per molt que ens allunyem sobre les
tangents no augmentarem la distdncia espacial entre a i a’.
Perd aquest cas estd exclds ja que 'ﬂf((ﬂﬁ dﬁ>kw=0, que no
estd permds per (2.4.22).

Direm que un SPI &s Separable si

L %SQ? = 0

) (2.h.24)

Direm que X)L &s una Forma Hamiltoniana a 1°infinit passat

(futur) si

JU (ﬂ-’g(o)) =0

?
Ko =P e (4)

(2.4.,25

on correspon a particules lliures i ve donade per (2.4.]
Hom ha d’entendre aquest 1imit com que cada component ten-

. o, .
sorial de OL-0 tendeix cap a zero.
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Ies equacions (2.4.12)-(2.4.15) es poden complementar

també amb una condicid de contorn d“aquest tipus:

LW(FP ~E,§°’) =0 Diw(ﬂpp—“;:\)))=° (2.4.26)

K& 0 (4| x o 00 (&)

Un sistema de coordenades Candniques d’una 2-forma ha-

miltoniana <Y &s un sistema de coordenades (q¥ pé‘) de

a’
(TM4)N tal que:

Qo =e%n,, dqhadp) (2.4.27)

Direm que les coordenades candniques (qﬁ , pg‘) sbn
C

adaptades si es verifica:

2(T,)e2 w4 5 2F)e = A1) 4
(2.4.28)

“ﬁs@:) ?” =0 ) %(3’%)?& = Vl}i Pak ™ “1"1 Yav

[N

Aquestes equacions diuen senzillament que qg—xg’ i pgk86n

quadrivectors invariants sota el grup de Poincaré.

Finalment direm que (qé“, pé“) sbn un sistema de coor-

denades de Hamilton-Jacobi si sbén coordenades adaptades i

verifiquen a més

itﬁb)q{f = {al, Pg\“ y %P:U‘&) P = (2.4.29)

Si tenim una forma hamiltoniana a 17infinit passat L%,
(futur.§l4 ) direm que un sistema de coordenades adaptat é&s

regular a 1°infinit passat (futur) si
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L (?f--nf) =0 in(q:\’.-xd“ ) =

. 2 (2.4.30)
X=RR ) =P ek

Aquestes condicions, junt amb (2.4.28) i (2.4.29) determinen
una solucid finica per 1les (qé‘, pg ) en el marc de la teoria
de perturbacions. Si la interaccid és de llarg abast -com és
el cas per a la interaccid electromagndtica- la condicib
(2.4.30) per a les qé“ no pot ésser satisfeta i hom ha de

substituir-la per una altra més febla com

A

J b :(X’UXH) f
. M

Qv\.\d\-\ —x— Lﬁf-—ra ) =0 y

) e (2.4.31)
X =P By (4)

Aquesta condicid ja no determina univocament les qé“ . Estu-
diarem amb més detall aquest cas al capitol dedicat a 1la
interaccid electromagndtica.

Les coordenades adaptades -i en particular las de Hamil-

ton-Jacobi~ permeten calcular automdticament P,;, J}kp

1)}* = e Po\p 3 rj}w - eo\(ﬂap&p" grw?a)u) (2.4.32)

Aquestes coordenades sbén també molt tils per a la quantifi-
cacib del sistema.

Si les coordenades de Hamilton-Jacobi verifiquen la
condicid de contorn (2.4.320) hom demostra fdcilment la igual-

tat
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?ap?a)_; :—-ni (2.4.33)

que ens serd d’utilitat més endavant.

2.5. Equacions integrals. Teoria de perturbacions.

Considerem els operadors diferencials

D, = TMa m (2:5.1)
que sbén una part de-§;= Da+fﬁ.9/}Tﬁf. La majoria d‘equacions
diferencials en derivades parcials considerades fins ara
- equacions de 1la predictivitat'ﬁ;:@%f =0 (2.3.4); equacions
(2.4.14) i (2.4.16) per a P, , J,u 3 equacions (2.4,29) per

a les coordenades de Hamilton-Jacobi - sbén del tipus:

H q L;jc"‘ =’r}2'1' "‘)S{""‘N
Da:.J; = 6-1{ (2.5.2)
- By S B - T o
i )‘ i

on les funcions th depenen de les funcions incdgnites fA i
de les seves derivgdes primeres respecte de les variables
(x,71 ). Transformarem ara les equacions (2.5.2), amb certes
condicions de contorn, en equacions integro-funcionals, que
es manifestardn particularment adequades per a resoldre

(2.5.2) mitjancant un mdtode pertorbatiu.

Aquestes técniques foren introdufdes per D. Hirondel
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(HI.74) i posades en la forma que aqui presentem per Bel i
Fustero (BF.76). Estdn fonamentades en les seglients propie-

tats dels operadors D, (2.5.1) i Ra(/\) (2.4.20):

[Da, Du1=0 5 [Ralda), Ry(Mi) 1 =0

r (2.5.3)
Rall)Ra(p1] = Ry (i) ;T Ra(L] = Ra(A) D = Do Ro ()

Enunciarem sense demostracid els resultats seglents,
que hom pot trobar detallats a (BF.76).

A

Teorema 1. Si f= &s solucib de les equacions diferen-

cials (2.5.2) i verifica les condicions de contorn

S ,\.‘-ﬂ

TR (Sa )4 = & (2.5.4)

*
on & . )_{ﬂ sbén funcions conegudes de (x, 1), llavors A

s solucid de les condicions d’integrabilitat

H
Do, 6a; = Do, Guy (2.5.5)

i de les equacions integro-funcionals seglients:

x 1 H

Ro¥m 3 :
12 w0 Tl o @59

Teorema 2. (Reciproca parcial del teorema 1) Si A g
i
solucid de les equacions (2.5.5) i (2.5.6) i les ‘§A{7 }g

verifiquen
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TDQ(?;qi :“'gﬁi (2.5.7)

Dece 1@ = O (2.5.8)

Liavors f* &s solucid de les equacions diferencials (2.5.2)
i satisfd les condicions de contorn (2.5.4).
Teorema 3. Si £A s solucid de les equacions diferen-

cials (2.5.2) amb s=N i satisfd les condicions assimptdtiques

L (47-47) =0

X% =p 0 (f)

(2.5.9)

Llavors f* &s solucib de les condicions d’integrabilitat

(2.5.5) i de les equacions integro-funcionals seglients:

R (A ’ > L
1R %, AN TT Ra(A) e” Gy (2.5.10)

.-oo(-{-m) a=

Teorema 4. (Reciproca parcial del teorema 3) Si A &s

solucid de les equacions (2.5.5) i (2.5.10) i les A verifi-
quen (2.5.8), llavors t* &s solucib de les equacions diferen-

cials (2.5.2) i satisfd la condicid assimptdtica (2.5.9).

Diem que el teorema 2 &s una reciproca parcial del teo-
rema 1 -i també el teorema 4 respecte del 3- perqud en ge-
neral, 1°equacid integral (2.5.6) junt amb les condicions de
integrabilitat (2.5.5) tenen més solucions que 1l‘equacib di-
ferencial (2.5.2) amb les condicions de contorn (2.5.4).

L’equivaléncia de 1°equacid diferencial amb 1°equacid

integral val tan sols si les condicions de contorn satisfan
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les equacions (2.5.7) i (2.5.8).

A continuacid veurem com aquests resultats, apart del
seu possible interés tedric, resulten particularment Gtils
en el marc de la teoria de pertorbacions.

Suposarem que els segons membres de (2.5.2) depenen de

N pardmetres S (a=1l,...,00):
i . B B ‘
’Do\(’g = Gac (k(ﬁ g " 56‘0) (2.5.11)

Suposarem també que existeixen solucions formals del siste-

ma (2.5.11) desenvolupables en séries de potédncies de les ey

L W " H("‘h‘"rmN - fw R
{ = 2 € -___-eNNJ( )(blr\)= Z e —§ (e ) (2.5.12)

Vu,--.th:O I("‘L\
on {n} &s una abreviatura de (nl,...,nN) i les fA{"} ja

no depenen de les e,. Igualment, la substitucid de (2.5.12)

a (2.5.11) ens permetrd d’escriure:

A jny  AaY Bling} )

G, :Z} e G (emy (2.5.13)

A

Liavors, (2.5.12) serd solucibd de (2.5.11) si es com-

pleix:

Ght

Riny R Awy
Da J( = . ALY (2.5.14)

[}

Direm que un sistema del tipus (2.5.11) és descomposa-

ble si Gg. conté Gnicament £B 1} amblnB} <dny (& a dir,

i
5 & n, ,¥a, ia més la designaltat &s estricta per a algfn

o]
Y]

a ). Direm que un sistema descomposable &s completament in-
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tegrable si es satisfa:

4o Alo
'Dacéiﬁ% H‘: agést 8 , foy=(e0,--0) (2.5.15)
Piwd RAmY B {uy #
CQC% = Ga{ }%f{WK<{MH :$7t%wéﬁs :JQaiGhth (2.5.16)

s a dir, un sistema completament integrable verifica auto-
mdticament les condicions d’integrabilitat (2.5.5) a tots
els ordres.

Si tenim unes condicions de contorn del tipus (2.5.4)
o (2.5.9), podem aplicar a 1’equacid diferencial (2.5.14)
els teoremes 1 o 3 de les pdgines 39 o 40 , i per tant

podrem escriure, respectivament(%>:

emdny TRy S A > ' G
T [ TR o @522
o} v oo N b
&H " IMM + g ddh T R (N éL’CVE ) (2.5.18)
-0 (+e0) A=

Si el sistema és descomposable, els segons membres sén co-
neguts -depenen de fA{"}, im}<in}~- i per tant, obtenir £t

es redueix a quadratures.

() £ Afn} s el terme {n} del desenvolupament de f A en

série de poténcies de les e : I A_ Efe{n]f Atn}

{n}
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Si el sistema &s completament integrable, aplicant els
teoremes 2 o 4 de les pdgines 39 o 40 , tenim que la solu-
cid aix{ obtinguda &s solucid de (2.5.11) sense més que de-
manar que les funcions S, , 4*“ verifiquin (2.5.7),(2.5.8).

Ara b8, hom demostra fdcilment (BF.76) que els sistemes
d’equacions del tipus (2.5.2) que ens ocupen actualment (&s
a dir: les equacions de la predictivitat, les del gquadrimo-
ment lineal i el tensor moment angular, i les de les coorde-
nades de Hamilton~Jacobi) sbdn descomposables i completament

}

: . plo :
integrables, sens altre condicib que: D, =0. Aixd es con-

seqliéncia immediata de que tots aquests sistemes satisfan:

I
DG~ 6 = & = A G- B2 &) (o5
d’on hom pot deduir immediatament (2.5.16).

Hem demostrat doncs que la solucib dels sistemes esmen-
tats, amb unes condicions de contorn adequades -del tipus
(2.5.4) o (2.5.9)- existeix, és finica i el cdlcul es redu-
eix a quadratures; tot aixd en el marc de la teoria de per-
torbacions, &s a dir, suposant que les solucions sbén desen-
volupables en série de potédncies d‘uns certs pardmetres.

Respecte de si els sistemes considerats tenen realment
una solucid fnica (amb unes condicions de contorn donades)

i si aquesta coincideix amb la calculada mitjancant la teo-
ria de pertorbacions, no en sabem gran cosa; sbdn qliestions
obertes. Direm alguna cosa sobre aixd quant abordem el pro-

blema concret dels Lagrangians singulars al capitol 5.
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Es també una qiiestid oberta saber si les sdries de
poténcies aixi obtingudes sbén o no sén convergents. Es po-
ssible que siguin tan sols séries assimptdtiques, com passa
també& sovint a la mecdnica quéntica(%) i a la teoria qudn-

tica dels camps.

() Vegeu com un exemple de série divergent senzilla 1la de

la referéncia (MA.77)
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3, INTERACCIO ELECTROMAGNETICA DE DUES PARTICULES.

Estudiem en primer lloc la posicid cldssica del pro-
blema: potencials avansats i retardats, terme radiatiu de
Dirac; veurem que aquestes equacions ens serveixen de con-
dicions de contorn per a les equacions de la predictivitat,
i aplicant les técniques Jja mostrades al capitol 2 veurem
que existeix una solucid Gnica. Hom pot trobar aixd discu-
tit a les referdmies (BS.73), (BE.74) i (BM.75).

La part original d’aquest capitol &s el cdlcul de les
coordenades de Hamilton-Jacobi a ordre quatre, aixl com el
quadrimoment lineal i el tensor moment angular del sistema,
que ens permetrdn fer un balan¢ de el que el sistema ha ra-
diat i calcular també& la correccid radiativa a la seccid
eficag de Coulomb, resultats que estdn d”acort amb els de
la electrodindmica qudntica. Tamb&, una exposicid actualit-
zada -utilitzant les técniques exposades al capitol 2- dels

treballs esmentats.

%2,1. Potencials de Liénard-Wiechert., Terme radiatiu de Dirac.

Estudiem primer quin &s el camp electromagndtic creat
’ /IP , .
per una particula carregada. Aquest camp F s“escriu en ter-

mes del potencial vector A* com:

F}“>:'2}kﬁv-—%p(qp (%3.1.1)

. 5 A
Les equacions que ens permeten de determinar A" sbn les se-

glients:
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20" BH = — 4 3¥

3.1.2)

on J” &s el quadrivector corrent; la segona equacid diu
que triem el "gauge" de Lorentz. Per a resoldre (3.1.2) bus-

quem una funcid de Green G(x-x") que satisfaci:

200" G (x-x) =~ §eon) (3.1.3)

Aqueste equacid admet dues solucions independents (vegeu
(JA.75) o qualsevol 1llibre d’electrodindmica cldssica) 1les

quals venen donades per:
S(xo= xo- e -¥"1)

G —t) = 1.4
&#x ) Ty (3.1.4)

i s’anomenen funcib de Green avangada o retardada segons e
sigui +1 o -1, respectivament,

La solucid de (3.1.2) ve donade per

Y (x) = gd"x‘ & (x-x') T*(x) (3.1.5)

on podem prendre com G(x-x’) tant la funcid de Green retar-
dada com avangada, com qualsevol combinacid lineal d“ambdues,
pes exemple la semisuma, que ens donaria uns camps electro-
magnétics invariants per inversid temporal. L eleccid .de’
1°una o 1°altra és arbitrdria i hom resol el problema invo-

cant la Causalitat, segons la qual la situacid fisica co-
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rrespon a € =-1, és a dir, a un camp propagant-se cap al
futur amb velocitat c.

El corrent d‘una particula a ve donat (JA.75) per:

(%)
7 (x) = e, &&z nf(’z) s (x—~'><a(z)) (3.1.6)

on x;‘(z:) &s la trajectdria de la particula a i T1: ()
el seu impuls: TTQ =dx§/d2:, on aquest © , multiplicat per
la massa m, ens dona el temps propi (vegeu la nota del peu

de la pdgina 25). Amb aixd obtenem de (3.1.5)

M
M Eax Ma (=)
Bl (x) = € (3.1.7)

T =-Tes

on ¢z  ve donat en funcid de x per (vegeu la figura de la pa-

gina seglient):

x-—xi (Zg) + é('))é—i‘;(ZQBl =0 (3.1.8)

i el F MY corresponent &s:

€€

O
= (%) = -
ale) b“xo\/ﬂa

= { Gomtel - el -

U b v, M
"KO\\ I\ _(k-—x‘ T .
) 2N
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1
on Xé”, TH; , 43; estdn calculats a z i aquest ve donat
per (3.1.8); @/; &s la quadriacceleracid de la particula a,
i el subindex & indica si es tracta del camp avangat o re-

tardat. J

&

Determinacid del T,e

x@?(TOI

/’/ X ¢

Trajectdria de la particula a -

Si tenim un sistema aTllat de N particules amb cdrre-
gues e_, per a determinar la forg¢a que actua sobre la par-

ticula a podem prendre 1°equacid de la forca de Lorentz:

Auf

Ta

=€ 2 Fo () Tay (3.1.10)
Sabem també, perd, que una particula carregada i acce-
lerada radia; aixd no ho contempla (3.1.10). Potser la teo-
ria que dbna compte amb més elegdncia i generalitat, tant
de la radiacid com de que els potencials fisics sbén els re-
tardats, &s la teoria de l”absorbent de Wheeler i Feynman
(WF.45) que diu que 1°univers actua com un absorbent perfec-
te, &s a dir, que fora de 1”absorbent, s’anul.la el camp

electromagndtic:
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a ¢ HMF #
e Ny =0 N (3.1.11)

Aixd en particular implica que

A
o Mne o ubo
PQT € [FO\LH (f‘\]'_ Fo\ ¢ (k)] =0 (5-1-12)
per tot arreu, ja que Fét;—ngi) satisfd les equacions de

Maxwell, no té& cap singularitat, i verifica la condicib de
contorn (3.1.12).

La teoria &s simdtrica per inversid temporal, en el
sentit de que pren com a camp que actua sobre la particula
a la semisuma dels camps avangats i retardats de la resta de
particules. Les equacions de moviment poden &sser derivades
d’una accid que només conté les coordenades i velocitats de
les particules -accibd a distdncia, sense camps- tal i com
estd demostrat a (WF.49). Grdcies al absorbent, perd, es
trenca la simetria per inversid temporal; &s a dir, les e-
guacions microscdpiques de les particules sbén invariants per
inversid temporal, perd 17accib de la resta de 1‘univers
-absorbent- introdueix una direccid temporal privilegiada.
Hom troba una discusid detallada d“aquest problema a la re-
feréncia (HN.74). Agquest trencament de la simetria es fa

aixi:

A com que G“Ei:> i e“FAfj sén funcionalment indepen-

dents, s’han de anular tots dos a 1“hora.
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-—-}.U-

_ a b eg M np
= € €a a‘( y “av"' € [-Fb(‘r)"ﬁac)} + - .8 Fac— - ac+) e (3.1.13)

on tot estd calculat al punt xg . E1 segon terme &s nul per
(3.1.12). E1 tercer terme, en el punt xéﬂ ddna el conegut
terme de Dirac, que dona compte de la "reaccid" sobre 1la

particula a de la radiacid que aquesta emet:

G

2 2 pev v 2u) Ta
? ea(ﬂo\ 8& - l’la 90& )ﬁ (3.1.14>

a

2 ° N
i finalment, utilitzant que ﬂZf@' =0 implica Eik:a-EZ qu ;

o)
tenim
An 2e§ . @?
N AL - Sy
azw 3T, TS (3.1.15)

Per a dues particules, introduint les expressions (%.1.9)
. .2 _ My _ a+l
i la notacib x* = xlp— x4 "73(X£l‘ x;ﬁ), on frza--(-l) ,

tenim:

dw’ e [, R e
dz, 2 (n % a) - 7“) ' [
Q\ CX'T\Q\> (xlnq|)
2 2
ze& S M @o\ .
T (o9 ——= “} .1.16
[‘Ya“a‘*("f@a)l} 3«1&{ S 2 )
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En el segon membre, © 1 _. han de calcular-se per a la

a’* 'a
posicid retardada de la particula a’ respecte de la a, 8s

a dir, per X, tal que

(3.1.17)

Podem considerar (3.1.16) com un sistema d’equacions
diferencials en diferdncies no constants -degut a (3.1.17)-.
No sdn conegudes les condicions d“existéncia, unicitat i
prolongacid de les solucions per a tals sistemes, ni tampoc
mdtodes constructius de solucions, ni tan sols formals. A
més, estd demostrat, per a sistemes semblants, que donades
unes condicions inicials la solucid no és fGnica (DR.69).

Un altra dificultat de (3.1.16) -deguda al terme de .
Dirac- &s la preséncia de la derivada de 1’acceleracib éf;
en ésser el sistema de tercer ordre, posicions i velocitats
no determinen una finica solucib; existeixen a més les anome-
nades solucions "run away", segons les quals les particules
s’autoacceleren cada cop més. Estd demostrat (R0O.65) que
aquestes solucions patoldgiques no sbén funcions analitiques
de €1y €p, 1 per tant el sol fet de suposar que G}g és de-

senvolupable en série de potédncies de e, €5 les eliminary.

3.2, Electrodindmica predictiva. Acceleracions a ordre guatre.

La pregunta que ens plantegem ara &s si podem tenir un

sistema dindmic predictiu (2.2.1),

o
= T, 5 ‘
dz A

= &) (= 71) (3.2.1)
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tal que les equacions de la predictivitat (2.3.4)

v i)@ﬁ

M
Da®, = -9, ST (3.2.2)

tinguin solucions que satisfacin les condicions cldssiques
(3.1.15). Es a dir, (3.1.16) i (3.1.17) jugaran el paper de
condicions de contorn per a les equacions de la predictivi-
tat. Naturalment, com a condicions de contorn tamb& podriem
prendre les acceleracions que es deriven dels potencials
avangats o retardats sense incloure el terme de Dirac, o
fins i tot la semisuma (interaccid simétrica). Sobre els
resultats finals comentarem quines serien les diferédncies.

Veiem com sbén les condicions de contorn. Coneixem 8/‘
sobre la hipersuperficie ¢#) Zf{(x;’,nz)lxf~x::l§?‘-‘>?zn i ©,
sobre la hipersuperficie Zz_“ {(x:',ﬂf)l xf*K;’:‘\ﬁ'-’?z” . Aques-
tes no sdén dades de Cauchy per a les equacions (2.5.4), doncs
per que aixi fos hauriem de conéixer @#’i ©}' sohre la matei-
xa hipersuperficie. A més, el segon membre de (3.1.16) no és
una funcid de (xgﬁ'ng ), sino que conté també les accelera-
cions; aquesta ltima dificultat desapareixerd en treballar
ordre per ordre, en teoria de perturbacions.

Ara veurem que aquestes condicions sbén del tipus (2.5.4).
Perd abans, donat el paper privilegiat que juga 1°operador

Da a la teoria de pertorbacions, buscarem escalars i vectors

(# Parlem d’hipersuperficies a 1°espai de les fases del sis-
tema, (TMA)B; i realment ens restringirem al domini donat

per M<>0, N2>0 , ¥ a.
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que siguin solucid de Daf=0.

Ja que les @ﬁf han de ser quadrivectors i dependre fni-

cament de x*, TIZ tindrd en total 6 escalars: XZWTIJ'th)j
&h,“z) ; 1 quatre vectors: x* n 4 MF € vAf>x ﬂA F , que

sbn base de M4, excepte quan x*’, TI: sén linealment de-

pendents, que correspon al moviment unidimensional per a
algun observador d”inércia; en aquest cas el canvi de va-
riables seglient no &s invertible (Veure Apdndix 2).

Amb els 6 escalars esmentats sabem construir 5 solu-
cions de Daf=0 :

Y

zai:.qaxl[%(kﬂaffhz(buaol 3 (AZ:'K%"UE“; ) (3.2.3)

T 9 2 T T T -
L\'—'—X + quZ’(,\+T‘Q[Za|’2KZC\Zo\‘

i també quatre vectors (base de M4) solucid de Daff‘=0 :
M _ u h M
W= xt-e 1eZuTy

M 2
t Ty n:’»— Kﬂfj

i)

(3.2.4)

=
1

M 9. A éu%e L\" fi TQ\P

Podem prendre aixi com a escalars independents les 6 funcions

2 Y
ta

2
oo K, zaﬁbl com a base de vectors els quatre h*, s N7 .

Per veure més propietats d”aquestes funcions aixi com la
seva interpretacid fisica consulteu 1‘apdndix 2.
Escriurem (3.1.17) en aquestes coordenades; de (3.2.3)

com que x2=0, deduim:
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2, = na’,l (ch\ :tro\)

Al7, (3.2.4)
o G =+ (AZZ(E + ﬂi: \4?—)

i hom pot veure que si x%= 7a]§1 s, ca8l que prenguem el sig-

ne menys (apéndix 2). Per tant,

-2

Es a dir, per a restringir @}g a :Za només cal substituir

2

Z e per'E;, (3.2.5), funcid solament de z_, k, Tt . Per a

a’
veure si la condicib de contorn (3.1.16) pot &sser expressa-

da en la forma (2.5.4) veurem en primer lloc com actua 1‘o-

perador Ra(A‘) (A sobre les noves variables:

‘Ro\ (/\) 4’('&0(’&0‘) L:Z/k‘l.nz ) = % (%‘14-,\}2“‘} L\?—I K,'ﬂz)

(3.2.6)
R W = 1 Rall 1 = 1) 5 Rald) W = WM

Per tant, R, (%), amb ;a=-za+,z\a , €l que fa é&s substituir

z, per Qé. Aixi, les condicions de contorn per a la @)g de

(3.2.2) poden é&sser escrites com:

X
Rd‘(ga')@i' = %“p 3 ( ga‘ :—za‘+/z\a‘) (3.2.7)

(# Aquest operador desplaca les particules sobre les tan-
gents a llurs trajectdries respectives sens modificar-ne la

velocitat (2.4.20).
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on %ﬁﬁ s el segon membre de (3.1.16) escrit en les noves

variables, 1 substituint per tot arreu z_., per Q;,. Si fem

desenvolupaments en les cdrregues, a%%ié solament hi apa-

reixen @Xf a ordres inferiors que sbén ja coneguts. Per tant
%if estd perfectament determinat ordre per ordre en les

¥
PN . o
cdrregues. Com zge 1 9;‘ no depenen de la variable Zyey €S

verifica:

Da‘(;a‘) =-4 ) Dal @O{A) =0 (3.2.8)

que no sén altra cosa que les equacions (2.5.7) i (2.5.8) i
que ens permeten d’aplicar els teoremes 1 i 2 de la pdgina
39 . Per tant, hem demostrat:

Teorema.- Les equacions de la predictivitat (3.2.2) amb
les condicions de contorn de la teoria de camps electromag-
nédtica (3.2.7) admeten una solucid finica, en la hipdtesi de
que %ﬁ &s desenvolupable en sdrie de potdncies de les cdrre-

gues e,, € 7.

La solucid, ordre per ordre, ve donada per (2.5.16):

ey ey
{?lq P‘q' A— yJ
* )y %@O\
@éj = @(f + '§q( go A X @\a(}\?a'] 0‘:[ PR (3.2.9)

on {p,qi indica egeg,. Si fem el canvi de variable 2z +AZ, =

=u, ens queda:

foe)  fr# 24
¢f =& - |

3%
A \.@” L ] (3.2.10)
Zal
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s a dir, que integrem respecte de la variable z_.; (3.2.10)

a
*
mostra explicitament que %ra“: 60(” sobre 7.
Hom pot demostrar fdcilment per induccid que els termes

no nuls del desenvolupament de © sén:

SW'?PIV‘\ ‘{V'r w2y
ol , uZA oL w22 (3.2.11)

Per tal com %xﬁ és un quadrivector podem escriure

B =y o W+ Doy 10 4 0y £h o+ Lo M (3.2.12)

M
perd la condicib iilﬁ%k=0 implica 1, =0 (%), i com que nH
¥
no apareix a @K’ s facil veure per induccid que b, =0 (ai-
x0 equival a dir que la teoria &s invariant per paritat,

doncs n* &s un vector axial). Per tant,

B, = N Wk Dot 4 (3.2.13)

i el problema es redueix a determinar les dues funcions a_,

1,,- @ cada ordre en les cdrregues.

Si substituim (3.2.13) a (3.1.16) i ho posem tot en fun-
cibd de les noves variables, després d“un cdlcul molt farra-

gbs perd sens dificultats, tenim:

2

( T A 5 5 T
R L S BRIy A § [T
ol

& \,_0:3

D@ *

* 00 x
(#) Naturalment, ®J) també verifica @%Fﬂyfd) com hom pot com-

provar fdcilment.
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(i, + & (o mz daa ) 144 T +

Z€a

{ﬂo\[( Da o)t a, (N aob—% az anQa **Qa«\@ a& ]L\ﬂ

3mg

[(Daha)"' %( Aanq) KQQ( -ﬂqiu&q“'gﬂq (® Qaq jtq(‘% (3.2.14)

on D és 1°operador diferencial que ja coneixem, D._Hf‘%xaﬁ
a’ Qa sbn els operadors diferencials seglients:
2 2
=y, L : =kl
a ('10\ %\‘(q}" ? Q(A al %“q)x (3-2015)

Les propietats de N , Q que hem fet servir per a deduir
(3.2.14) es poden trobar a 17apéndix 2., Naturalment, una ve-
gada fetes les derivades indicades per Da’ Na’ Qa a (3.2.14)
hom ha de substituir z_ . per g;, (3.2.5) a tot el segon mem-
bre; aixd ho hem indicat posant una titlla (~) als termes
que podrien dependre de z_..

a
També podem fer el mateix amb 1‘integrand de (%.2.10):

9\3 9@
(Qn&”

2 a
0 L0t Na 0y~ 2000000 —T0 8 A + Ry Quiag | W+

+[K2L1 8a0q' + Qg Na‘anal +Qq‘a Q4 J R K‘Qaatﬁq[a-:l 'fa)(l (3.2.16)

Anb aixd tenim ja tots els elements per a calcular 8, laa’

ordre per ordre. Escriurem:
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. 1Pt {P A

m‘\
ol-7 e en B = Zreqeq‘ M\ My Lant K ] (3.2.17)

b
Direm que fem un cdlcul aproximat fins 1°ordre n si calcu-
lem tots els termes amb p+q €n. Per (3.2.11) els ordres se-
nars donen zero. A ordre zero no hi ha contribucions degut
a (3.2.11). A ordre dos, 1°Gnica contribucib serd 1la {l,l}.
Examinant (3.2.16) veiem que la integral de (3.2.10) no con-

tribueix a aquest ordre. Aixi,

Y
{M}M _ :‘éu
> e (3.2.18)
i de (3.2.14) hom dedueix automdticament
)l'l(“I “‘1\:’ Tl-g( K
Qa = ao\ = \(—g
a
{4,143 {1y 2 (3.2.19)
Q _ Q* - Tl Ze
aal = Xaa! = o3
(28

Hem obtingut aixi les acceleracions aproximades fins 1‘ordre
dos en les cdrregues. Per a veure el seu significat fisic

podriem escriure-les en termes de les variables (x,v1 ). Ai-

x0 ens dbna (A
(‘gM Ta G5 na' {(x “ (Mam )x“}
a = T - ' 2.
[x nh.+(an) ]}h’ a Ta ara (3.2.20)

@ {p4}
(#) El @ﬂ'lndica que hi sbén inclosos tots els termes ‘@ﬁ

tals que p+q <2,
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A partir d’aqui podriem obtenir les triacceleracions per
a un observador d‘inércia qualsevol utilitzant (2.2.18),i
per tal de recuperar els resultats cldssics -Coulomb, acce-
leracions derivades del Lagrangid de Darwin- podriem fer
un subdesenvolupament en sdrie de potdncies de 1/c. Tot
aixd ho farem després de calcular les acceleracions apro-
ximades fins a quart ordre.

A quart ordre, segons (3.2.11) contribueixen termes de
la forma 53,18 i 12,2%. Calculem primer els termes {5,1}.
De (3.2.14) tenim:

B, Ly g rdikA za
‘lo\:gnam\bo\o‘q:” 2 5
Ta Ya (3.2.21)
34 2 22
{Q* 2 WD *E‘% ZwE\(ZA?%&e-na‘h)
(e L= .

De (3.2.16) veiem que 1’integral de (3.2.10) no contribueix

a aquest ordre, i per tant:

§3,0% 3,43 2 2 (K
’}J %H 2y KA 2o \4}1 2'(7§( (Z /\’Z?Z\'"‘R;( (41) kH
= T~ + : 5
a o V[C\ n(;( (ag 3 T(; ‘_al_‘; al (50&.22)

Anem ara a calcular els termes {2,23. De (3.2.14) tenim:

2 4 2 )IZ:ZH £ 2
TTQT(Q,-A (‘("o\—-K?:a\) . +* TT;T_(Q'[A

\__a2 (K‘(.O“‘ /\220\)3

(3.2.23)

( —
‘}E(K Co— /\22&)3 ) e
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Naturalment donem tan sols els resultats finals i no els
cdlculs., D’ara endavant indicarem els punts més importants
del cdlcul sense detallar tot el procés, el qual, si bé
llarg, no té cap dificultat especial.

Amb (3.2.16) podem calcular els termes que intervenen

a la integral de (3.2.10) i ens queda:

(
ooy A2t e 5
A, = Q4 + :5“ (K%«—Wa‘zq [3\4 WETYN o) — Vg \»q}(l Az
v (3.2.24)

? < 1 -3
,Qaql— Qaa, 5 (Kz—q-ngf z»qt)['zkl/\%q 13N el — ‘v:%a‘]\'ql dzg!

0\
/N

’ZQI

Les integrals indefinides es poden expressar totes en ter-

mes de funcions elementals (veure per exemple (AS.64) i

(GH.65) ) i el resultat &s:
{2,
7 -2 ) _ -3
QLo = "‘W?:W:(,A Ta (‘_G\‘K%C\)(Kro\'"Az%“) +
2 ~ - 2 2 A
+lenq2, (3(80. ~n§\’;¢>\“ag{ [KL\ T, Zatal + *(7:“( A 1(0\( —

- [K Lt T{:ﬂ;? Zo\(k 20\-\(6\\) +n§t A:Z]uzl (k o A—Lb\)_,‘ ‘% -+

s = _ - _A

2 A2a + o 7 -3 K-A
+ g N + 7o A } ..
‘ /Qﬂ AZat 440 N ng Tal (3.2.25)
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12,2% 5
2 2 -
Qaw = ﬂawﬁ h QQz(KQc-ﬁ%u) -

[A - - - — -4

'—[Kuliﬁ'iiza(kzdwa +n;A <]U¢<Kr Afa &}

2 2 1 7 -5 iy ] 2 ~L 2 = 2 -4
= Ty Tq! (3 A %q-f\r:) Vo {—A ((4 Za— Tyt gal\(o\\ + A T G (\ﬂ‘o\— A %o\) “+

ir2 3 k"/\
+ T A + g A
O\l ’Q'G_'a A%a\+'(—ql o J"”} T?ozli % (5 P) 26)

Aquestes expressions sbén molt complexes i de moment no ens
diuen res. Ara bé, podem passar a calcular les triaccelera-

cions per a un observador d‘indrcia qualsevol utilitzant
(2.2.18):

?:q(* 53w = wid (-7 {@ %%) o } (3.2.27)

-
on els arguments de sz al segon membre sbn els seglients:

1,

x3'= (0%) 5 = wg(1-117) (4 ) (3.2.28)

L’expressid que hom obté aixi &s també molt complexa i alld

més adequat per a comparar amb els resultats cldssics és
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desenvolupar en potdncies d“1/c. Fent-ho aixi obtenim, ex-

cepte termes d‘ordre 1/c (posant T= rl 2,-$¥4' _’)

) = 4 2
—» _ Yo €ata 5 TN 2 =2 . 3 \_*rq'.) —t
Qy = —— ¥ SR — ( —Np =< N g — 2 Y -
Wig T3 2wy i3 'Y

? ’2
-zv,awq)m}ﬂt__? n_E a2 Bede-er]-
W g €84 3 G T

2‘{0 6.1 et‘{

3 C3r5' [ GTEJV'* < ”‘3 t C)(.CH) (3.2.29)

E1l terme d“ordre zero en 1/c correspon a la llei de Coulomb.

Els termes d‘ordre l/c2 sbén les correccions a 1’esmentada

llei que hom obté a partir del Lagrangid de Darwin., A ordre
22

1/c¢? tenim dos termes. El que conté efe

a€q” o que és degut al

fet de que utilitzem potencials retardats; si haguessim triat
el potencial simdtric en 1lloc del retardat, aquest terme no
hi apareixeria. I finalment, el terme en egea, que és 1’fnic
que deriva del terme de Dirac i que el podem pensar com
1’8cceleracid de frenat degut a la radiacid. Cal fer notar

que si e /m_=e_ ./m . els dos ultims termes es cancelen, i

els efectes retardats i els procedents del terme de Dirac

no apareixen a aquest ordre,

Les contribucions degudes al terme de Dirac i al poten-
cial retardat apareixen separades fins a ordre 6; el terme
de Dirac &s responsable dels termes no diagonals (eg g ’
amb p#q). Si .no haguessim tingut en compte el terme de Dirac,

tots els termes serien diagonals, de la forma (eae D Rl
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E1l fet de prendre potencials retardats, avangcats o si-
mdtrics no té conseqlidncies fins a partir de 1’ordre quatre.

Cal remarcar el resultat molt notable de que (3.2.29)
&s la mateixa acceleracid que hom obté fent desenvolupaments
formals en 1/c als potencials retardats cldssics, d“una ma-
nera molt semblant a com s’obté el Lagrangid de Darwin. Ve-
geu els cdlculs al Apéndix 3.

Els avantatges de la formulacid predictiva sobre aquest
desenvolupament cldssic sbn d’una part, que tenim expressi-
ons manifestament covariants -i solament desenvolupades en
les cdrregues- que sbn les 9); ; 1 de 1%altra, que tot el
formalisme estd deduit partint d“uns principis f{sicament
clars i significatius -Postulats de Relativitat i Predicti-
vitat-. A més la Predictivitat ens permet de calcular les
10 quantitats conservades, que corresponen a la invaridncia
Poincaré del sistema dindmic considerat.

Un altra diferdncia &s que nosaltres sabem que les
triacceleracions (3.2.9) satisfan les equacions de Currie-
Hill (2.1.13) i per tant sbén invariants Poincaré (en el
sentit de que sén les mateixes per a tots els observadors
d’indrcia) mentre que una tal demostracid &s quasibé ina-
bordable en el marc dels desenvolupaments formals de 1%a-

péndix 3.

3.3.,Coordenades de Hamilton-~-Jacobi.

L’inter8s de calcular aquestes coordenades pé‘, qu és
degut a que automdticament ens donen el quadrimoment lineal

P* i el tensor moment angular JHY del sistema que estem
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considerant (2.4.3%1):
pl=empt 5 PPt er-al vt ) (3.3.1)

A més, pel fet de que siguin coordenades de Hamilton Jacobi

- -
ty, c_ﬁ: = dab ?f j ol =0 (3.3.2)

tenim que els moments candnics individuals pg’ sén quantitats
conservades cada una per separat, la qual cosa ens permetrd
de calcular la seccid eficac per un métode sencill.

Ens interessard també el quadrivector de Pauli-Lubanski

w", que es defineix aixi:

Po bl v ad L e (prp )
Wh=5 €l 27070 5 £=(-2"2y) (3.3.3)

i que en termes de les coordenades de Hamilton-Jdacobi pot

&sser expressat com:

JT . o wli A ¢ b A
W7 = EY e®e PaP T (%\ fa ™ %a Pa (3.3.4)

Les equacions diferencials (3.3.2) cal completar-les
amb unes condicions de contorn adequades. Nosaltres demana-
rem que quant les particules s“allunyin a una distdncia in-
finita, tinguem les mateixes expressions que en el cas de par

t{cules sense interaccid:

Qi R,\N '—‘ﬂéj (3.3.5)

T
X = Pe(4)
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Ara bé&, per a les qg tal condicid no es pot exigir degut a que
la interaccid electromagnética &s de llarg abast, com veurem
explicitament en calcular les q;). Podriem provar de demanar

una condicid més feble, tal com

R B S L
Rl C AR 4 ) =o (3.3.6)
xl—o 20p(4)
on x=(-—xpxﬁ)l/2 i el 1imit Xg’*’“%cﬂ s‘ha d’entendre en el

sentit de 1la definicié (2.4.22). Encara que (3.3.6) ja no di-
vergeix, aquesta condicib &s ara massa feble, i no determina
res; la qg queda totalment indeterminada. Perd la condicib
(3.3.5), que no es pot demanar de q; , Si que la podem impo-

sar al J?° total del sistema. Aquesta condici8,

) e o JT|
(X" 03)) = € (?(Au T‘X — Kg T )
xt—b 005 (4]

(3.3.7)

determina univocament el J)”) i fixa parcialment les qu.

Es a dir, que degut a que la interaccid electromagndtica és

una interaccid de llarg abast, no hem trobat cap criteri fi-
sic que ens permetés de fixar unes coordenades de Hamilton-

Jacobi iniques.

Anem a veure com s’escriu el 1imit xg—b<wP“)en termes
de les variables que hem introduit a (3.2.3-4). Tenint en
compte (2.4.22-23) i la actuacid de Ra()\) sobre les noves
variables (3.2.6), hom dedueix fdcilment que

K-A Za K4n

2
X" @4 <+=> NS d Ol V$< — < w2 (3.3.8)
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on ¥=-1 per a 1’infinit passat (OOF) i ¥X=+1 per a 17infi-
nit futur («® 4 ). Ens podem fer una idea més clara d”aquest

. 2 . . . 2
1imit representant x~ com a funcid de Zgs Z5- 1 mantenint h-,

k, T(% constants. Veure la figura. E1 1imit s’ha de calcular

dins de la regid retllada.

z f (R[> o0 )

\;4E(x£—b-('0°

3
X >0

»

1R O
mP:<x3*‘m>

Tota: vegada que X2=h2-7§2;—v§é;4Qquag també podem acon-
seguir X°—b kg0 fent ho—v +oo i Zys rz%, k constants. Perd les
condicions (3.3.5) i (3.3.7) ja determinen univocament el pé’,
J}“) i per tant no ens cal preocuparnos d“aquesta altra mane-
ra d‘allunyar les particules. No obstant hom pot comprovar
que les ng gue obtindrem verifiquenﬁ%}axpg =T7: .

z.» —© Yoo correspon a portar les parti-

y 4 .
El 1imit Zgy 2g

cules a 1°infinit sobre les tangents a les trajectdries (ve-

geu les pdgines 34 i 35) mentres que hg-—bd%n correspon a
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allunyar les dues trajectdries com un tot fins a 1°infinit
(vegeu el significat fisic de he a 1°apdndix 2); per altra
part, h2 —b 400 no distingeix entre 1°infinit passat i
futur.

Anem a calcular els moments de Hamilton-Jacobi per a

1°electrodindmica predictiva. La condicib de contorn

‘ M Ko *oy
Mw b =Va = Py (3.3.9)
K> @ (&)

¥
satisfa Dbp§’=o. Estem aixi en les condicions de les hipdte-

sis dels teoremes 3 i 4 de la pdgina 40 i per tant tenim:

—>
Teorema. Les equacions prg =0 amb les condicions de

contorn (%3.3.9) i les acceleracions donades per 1l’electro-

dindmica predictiva, admeten una solucid {inica, en la hipd-

M

a s desenvolupable en sdrie de poténcies de

tesi de que p

les cadrregues e €. s

a’ ~a
La solucid, ordre per ordre, ve donade per (2.5.17):

{PQ—?T M

( . _ " (3?0\

Pz S b e — | AN RAA)Ra()) ©

Po« P,D q,’oﬂq KOO Rq ) ) b ‘Bng—) (5-5010)

Com que p;‘ &s un quadrivector invariant per Poincaré,

podem posar:

p‘-jf = l/(AO(al/\M t Haa tﬂf t Mag koﬁl (3.3.11)

P4 L3 .
on &, Mgg, Mgge SOR © funcions escalars de les variables
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2, b%, k, W5 (3.2.3).

*
Es clar que a ordre zero solament hi contribueix pé‘:

-{oo} {oo‘g . )
?;; = ch sty =K (Nﬁ * K %‘) (3.3.12)
* p
a

A ordres superiors, p ja no contribueix i solament queda

la integral. A ordre dos, 17 integrand val:

'““{ : ‘00&
/“_/:\? «‘( QP “!tk
B =8 =5 = @) (3.3.13)
%T{b (9“1‘7
i per tant, fent el cenvi de variable z_+ A=u
xoo
iy o
[T a M M
pl = + Jz [QQKM 2okt | - (3.3.14)
Integrant, tenim finalment:
WL k(¥ 2\ g na "
SRR LR

Passem al cdlcul del pa“ a ordre quatre, Hi ha contribu-

cions del tipus {5,1&, {1,3} i §2,2\. Anem amb les primeres:

{313y {43%
,-———L.—" /_,A—"”—-
9D (BPQ — @u 9\3 %?0 _
ond TV o @ﬂbu - (3.3.16)

Fent el canvi de variable za+,X=u de (3.3.10) deduim:

{31y Foo o 340 L3}
VAR

L
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i calculant la integral tenim:

{ 2 rd 11,3
V‘L 2yt K 1 R LINE N le . 1A L -5
Pa = 7 3ng o2 * g N ) T = (3.3.18)
{22}

E1l cdlcul de pg“ és bastant més complicat. De (3.3.10),

A0 L1

tz2k '“*(9%” 44} g%b? {%il
(&) o » L «*
Pa :—{OQA RalA) Ra\(/\)[ed e T Oa S +©; ] (3.3.19)
Eoo
Per a calcular els dos primers  termes sbn ftils les

expressions seglients:

V (3%'3
* %md\p

2 , T M

-2 u
+ [O*Q MO\ }"0\0\ + Qqa( onf'oao(— A ‘AZOQO(Q\" KQQQ‘)’GO\.- HZ QQO(}JO@(—& to\ +

. M
100 N o Pt @ ot =286 oo’ pect ] (3.3.20)
> 2 k 2oy A+
of Qya'® - V'a[QO‘NammJ( Do qua_za( Qo Yo + a“‘/aa— Ty 2a )Jﬂaq

-C }1
u [aa' No‘}Jaal + Ll (Qa‘}laai +A b dq(.fxa’\?; 90(4)}00&' i< Qa‘a Paa‘K ﬁ“‘ +

| 2 L
e L

E1l resultat final, una vegada calculades les integrals, dbdne:
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+ ﬂg( (ZHUZ\K’AZ)‘Z'Q

O(Q_:

W& [Wo%( (;(_a"('l/\la()-\- AZZa]

(K -A" za.)(szaz— A'22)

2R (K22 —Ae2)

RNV F

I\Z Vo% Cot

N KT [K\’aw(zkz—/\z)‘za‘ -2 KZa ]

Eva

/\2 [ PR N N vo«3 N
+‘£(§+ﬂ;) WaTlmK/Qq (Y5+A2‘*)+ “oﬂaK &Jc‘% Yo-Aze +
TRV (k)L AW et
2 1‘
N T‘«a‘(l’faK-%A)mté Aza Ua ! m—% LICAY:N 1 OJ\(;'% TaAZo > —
24312 i h 2A (43 A Kl
T aatk N ¥ (ratial)
— e - T - 3 (3.3.22)
§p2 . AL, b
{lek _ ﬂaﬂa(cna‘(n ,‘ZKGzﬂ\) nojf‘ K(Vi‘?&o“" Kb\z) +
Haa™ T (- A (K- A%z )?
rA b, 2 ' A
‘ 2Tau K 2nattakh kzolKZa'+%a) + DT
AL‘O A\PA'PN AH \-5:3 al /\Z L‘Z‘ra €ol ALQ \"o}
8¢
Moita Lk QKR Szl Ekz%‘ _ ToTai?a ;Lma(‘““““)(k’m (3.3.23)
- RLEG

T’m(‘( +A20()
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fe7} T K [z L) (3.3.24) |
Maa = >t Fe o A 3.5,

Tota vegada que els p;A satisfan la condicib (2.4.32)

?GMPO}, = - (3.3.25) \

. I 4
una de les tres funcions (Ka, }Aaa, /Aaa' pot ésser calculada |

en funcid de les altres. A ordre dos, (3.3.25) ens dbna:

{22} J L, AT ey |2 ‘\
}XO\O\ :’";7\.‘?,{[’\ (‘X&) + Ta A (/Jaql) .% (3.3.27)

que coincideix amb (3.3.24).

Hem calculat, per tant, els moments de Hamilton-Jacobi
fins a ordre quatre. Abans de passar a treure conclusions
f{siques d“aixd calcularem tamb& les coordenades de Hamil-

ton-Jacobi.

Aquestes sdn solucid de les equacions diferencials (3.3%.2)

6L>’34a

Db q'a\ &o\b P - R

(3.3.28)
Ara, perd, com ja hem comentat més amunt, no tenim unes bones

condicions de contorn, i encara que prenguessim (3.3%.6), com

que no sbén del tipus (2.5.9) no podriem aplicar els mdtodes
estudiats al capitol 2. Per tant, integrarem directament -

ordre per ordre- (3.3.28) i com a condicid de contorn impo-

sarem la (3.3.7):
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Jiu e (% P %% ) = 66\( To ¥ ¥ M) (3.3.29)

x‘—0 %0 p (4)
Com que q$’—x$ €s un quadrivector invariant pel grup de Poin-~

caré, escriurenm:

Q'c}&)')c&u = %o\ %al"u t Poo *_; + P! ‘ko)f (3.3.30)

{pay
Els termes qg‘ que no siguin de la forma fn,n+2py, fn+

+2p,nk els prendrem iguals a zero. Per (3.3.28) aquets ter-
mes no depenen de Zg ni de za,i per tant no canvien en fer

el pas al 1imit x2—¢>ewP(+) . Llavors, (3.3.29) ens diu que
els tals termes no contribueixen a JAY . A ordre zero tenim:

{00}
aX = x (3.3.31)

que correspon a particules lliures i satisfd (3.3.28). A or-

dre dos,
A, t‘r {10}
Dyal = dat v (3.3.32)
s a dir:
W& YRL
0B K (zr 2a ) 2R o
"é Za ) \} Ca ) 9 = -
aady At
rb Dao\ (D D(;\A
= = 0
(320\ (D{a‘ (3-5-55)
faat 'L
Pag! ‘ﬂiq D Daa' _

2 Za N D Zal



que hom pot integrar fdcilment i dbéma:

N k {xzo < f1L%

W\ A A®

{IJH <“‘L_

Voo = Pao (3.32.34)
(L

1ty R wthza %

Paal =~ % ——— ¥ Paa

A3 T
{£ 5 RS

on les funcions Qkf 5 1):5 sbn funcions arbitrdries de hg;
k, TI% i sbn la solucid de 1’equacid homogénes qu£‘=0. Ai-
x® ens passard ordre per ordre, i per tal de poder dir algu-
na cosa sobre aquestes funcions haurem d’imposar les condi-
cions de contorn (3.%.29). (3.3.34) mostra ja per qud no po-
dem demanar lim aM =x£’. En efecte, el 1imit de tjga, diver-

X0 0%(4)
geix logaritmicament tant en el cas Zg —b t® com en el z

a
—p -0 , Aixd &s degut a que la interaccid electromagné-
tica és de llarg abast.

A ordre quatre, els cdlculs sbén forca complicats perquéd
cal integrar el pg‘ a ordre quatre (3.3%.22-24); solament cal-
cularem la contribucid al g procedent del terme de Dirac,

a
, 113} 13,13
és a dir, qJ* i a

{349 1BAY {137
Doal =dau bt 5 D4l =0 (3.3.35)
{J}* 53J%

O sigui, ' &s funcid solament de hg, k, my i g verifica:
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1;4(\' ‘\3\1((
= - . : =0

9 Cen 3 ﬂo’f \Y’ 3 ? (B Zo\\

3,44 A3,
0 Paa (a Paa
9 T - ¢ Tt

0% (3.3.36)

§3,4Y 2 {344
23044 A A . D Poa !
(a T~ - 3'(1: ra\'s ] (b Za! B

Integrant, obtenim:

{Z‘A\f ~ QK r 2a ‘3451 {l(g‘f {l(;\‘
P = '

+ p : = Al

3 W \A < a3 P Ca
{344 (ZAL sy (38
Pao = Pon 5 Faa = Poa (3.3.37)
féﬁ‘— e AL w3 A+g§

on, com abans, les funcions amb ¥ sdn funcions arbitrdries
2 2
deh,k,‘ﬂb.

Resumint el que hem obtingut, tenim:

2
A XY 2a )M Tat
CP; =Tg t+ €€y { C—L (—/{ - a)lﬂ - £ h %’ -+

2

2 2
2Yp Tt K 2l T
+efea\{~ P e ]y

(3.3.38)
IIZ(Z\ u {Z(Z}

L
2 LM 42T M
+ é'el{qado h +/Jaa o +/uaq( fac T+ -2

Aquest péu verifica:
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oxe Pm}j :T‘f
x—p [ 00 (3.3.39)
2¢ K
N p&}J = n; + e\eiul—“zk— L“ +
K~ —Y 00 WA
o Y gt Tt K° (3.3.40)
A 9a X )\f'_ 2 (tf—tﬁ)
! AL AR

on +e0 = 00( 1 ~00 = p . Comentarem aquest resultat al apar-

tat seglent.

K/¥2a Y| f o, T ‘a+Aa«{'m M
o =t ree B - 2o 0 R i LB S

§ 2 34y
26 (¥ ) P Y ar em B
7“{ 2 (_'- '—)4’%0\] H—}D;; fa +J:ﬁ3n‘?§z_(: -\'p:o\k]ta}(J +

3
e (F- :

U3y, At 4(3&
eaeq\ %a @: L\ 4 DQZ tf,\, paq\ ta(§ (5-5.41)

Perd aqui lim q/j és divergent.
x ‘°°"\>(&)

2.4, Quadrimoment lineal i tensor moment angular; Radiacib.

El quadrimoment lineal total del sistema de dues parti-

cules que estudiem ve donat per (3.3.1):

1 2 (3.4.1)

on els péu venen donats a (3.3.38). Aquest PM (i tambd el JH*Y)
dona la expressib de particules lliures quan fem ngv Foo

. 2 e e .
pero si fem x"—» ~yo0 en principi no recuperarem ja 1% ex-
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pressid corresponent a particules lliures. Aixd també ho po-
dem veure al pé“ -(3.3.39) i (3.3.40)-; la diferéncia entre
particules lliures al ~Yoo i alld que obtenim fent el 1imit
ho podem pensar com quadrimoment lineal i tensor moment an-
gular que el sistema ha perdut (radiat). En aquest sentit,
el sistema no &s conservatiu; encara que P/‘, JHP s8n quan-
titats conservades, només es redueixen a particules lliures
a un dels dos infinits.

A11d que el sistema perd ho podem considerar com el
quadrimoment lineal i tensor moment angular de la "radiacid"
emesa. Com que realment la teoria no conté els fotons, hem
de fer una interpretacid com la que hom fa a la teoria de
1‘absorbent de Wheeler i Feynman (WF.45), (WF.49): el qua-
drimoment lineal i el tensor moment angular "perduts" s‘han
transmés a 1’absorbent, a la resta de particules de 1‘univers
1lunya <%). Es en aquest sentit precis que parlem de "radia-
cid".

Desprds d’aquesta discussid, calculem PHM al - Yoo  Su-

mant (3.3.40) ens queda:

Liw 2 ::Wffﬁf (%3.4.2)

x =6 —os

(#) Malgrat tot, el nostre sistema de dues particules &s ai-
llat., L‘accid de la resta dlinivers consisteix en que a (3.1.15
hi apareixin els potencials retardats i el terme de Dirac, pe-
rd les acceleracions de cada particula depenen solament de

les posicions i1 velocitats de les particules del nostre siste-
ma. Per una discussid interessannt sobre aquest tema vegeu el

proleg de (HN.74)
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Es a dir, que a ordre quatre en les cdrregues s{ que recupe-
rem particules lliures tant al infinit passat com futur. Per
tant, el sistema comenga a "radiar" quadrimoment lineal a
ordre sis o superior.

Passem ara al cdlcul del JAY ., En primer 1lloc escollirem

una base per als tensors antisimétrics de segon ordre. Prenem:

1
© "BJ L>! 5 e x[b‘u t,
1 p vI (3.4.3)
LDJ I—au 5 4 t:;}f irc.ir

on [ J indica antisimetritzacid respecte dels fndexs afec-
tats per el [ 1. Si substituim (3.3.12), (3.3.30) a (3.3.1)

obtenim la seglient expressib general de JAP :

I L »Yy b v vl | a b [y ol
A= e g g +E%Lda~da‘)e X, b +5€ CUGQ+)JG'11)6 x, Koo+

1 J
+{5{i € () (Pea=Hoa) = ¢ ", (K= Ta Vad) + €7, O; wat Pac —
WOl af G l Ya
-r-ﬂ@o.vaq‘)} li-?, + € {" "2}‘7?-(40\*%1) +£‘ DIQLU%_"KU&QJ + -ﬁ (K Ega| -

2 Pl
““ae‘o\} + v?a(?ﬂ)gam” Fu‘}‘aéa“"quaa“L“q‘ Dd"o\)? L‘DJ o (3.4.4)

E1 primer terme és el que correspon a particules lliures. Ara
hem d‘imposar, ordre per ordre, la condicid 1imit (3.3.7).
per aixd ens cal saber com actfa Ra(A ) sobre la base (3.4.3)

. 7 ST N S I " PRy |
Ra(A) ebe’u" = el’;gﬁLp tAS 1 % +AA—Y W
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PJ ) k ]
Ra\“‘)egkgura = GBXEU : + A o tg” I:r

Ra (M) 2 5w et it xf’é £
Ralt) gl o gy
Ro(3) A £ 23 £y t?‘,ﬂ (3.4.5)
Tenint en compte aquests resultats, la condicid llm:ylﬂekh ?

k—o(m
ens dona:

Lis 2 7{ (KLA}JG\Q+%‘L‘QﬂaQ) qua*nq a“"&oﬂm{%o'—/umuaa‘)} =0 (3.4.8)
X6\ oo

. 2 2 2 _
Riws {J‘A (nﬁ ("fka&" K L’dda‘) * KF’a‘ T ot A (?a}'m" Fn‘}‘afq’ AoPua ¥ %yt ma'mﬂ =0 (3.4.7)
Kb 0
on gt 4 ha‘ h , sbn els que apareixen a la definicid del 1lim
4 xTpYoo
(vegeu (2.4.22-23%3) i (3.3.9)). Es a dir, aquest 1imit cal

entendre’l com:

Lo (2ol 0] = B F(zakplio 2ot plat 5 <0)

xC—p (< M P Yoo
A
< <
Tl Mol gt hat Va fa ¢

on @ indica la resta de variables hg, k, TT% .

Les condicions (3.4.6=7) cal imposar-les ordre per ordre

"

i ens donaran restriccions sobre les funcions arbitridries @a
x . .
Vab « A ordre dos, substituint les expressions (3.3.16) i

(%3.3.24) obtenim:
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44,44

*
Ba =0
{ LA 4 41 2 2
((l; 7_( ‘1 { '((E)F 2 \ ('(:'\‘— o Oa Wyt T(a((«a‘
K Bpo Tl Poal -K Da‘a\ tTac Pl = X 3 &M (50409)
A Mo L\O\

{149
Es a dir, la component h/,de qg‘ queda perfectament determi-

nada., Per altra part, la relacid que ens dona per les{ﬁgkL
depén de la manera com fem el 1imit (depén de h, i hao).
Aixd és degut al llarg abast de la interaccid electromagné-
tica. E1 terme responsable del 1n que apareix a (3.4.9) é&s
el mateix que fa els qéA divergents. Prendrem a partir d‘ara
la prescripcid W, h, =W _-h - per a fer el pas al 1{mit (3.4.8)
Qué significa aquesta prescripcib? E1 1imit xz—vXno corres—
pon a traslladar cada particula sobre la tangent a la tra-
jectdria una distancia uph v (per a la particula a) de ma-
nera que els punts transportats estiguin sobre una superfi-
cie de tipus espai. haT(a=ha,T1a, significa que traslladem
cada particula la mateixa distdncia sobre les tangents res-
pectives (la qual cosa &s compatible amb (3.4.8)). ILa figura

seglient mostra com es fan aquests desplacaments:
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A més, la prescripcid h, ti,=h -1 - és 1’fnica per a 1sa

qual no hi ha"rad1301? de tensor moment angular JMY a aquest
N
ordre. Si escrivim el J}“> utilitzant (3.4.9) ens queda:

LY
4“}“) P

(2 2a>ebyxw]*eq Ta «b]fxg N

Q(AZ AN © 2/\1((

i Mo 2ret Moot T b
+ 2/\”{6 lfa—(K?q ~Ty1 Za)_‘,,/lo\m anM a( ) }%{1}(1] "

A Ta ( 2a+ )
2
a Mak 20 2\ 2, Ta 4 }Dx Ny
-0,2 2l — A
20 \,\{(qu " 0\>{‘Fa+g‘)+ ,\Z(W“v‘" K‘Z"V K W Aa (3.4,10)
i com que (3.4.10) no depén de Y > és clar que
A9 LAY
. P20 se
Liw S5 = o 370 = 0 (3.4.11)

X1~b OOP )(FZ_b Oo.(.
pst o B
Podem fer el mateix amb J ¥~ 1 T pe . Les condicions

(3.4.6-7) ens donen:

3y B
pa = B =0

{ﬁ35 {13% {BA% (3(?
Kw&& “C\Dcta‘ K\/aa‘ *r‘a‘ 1“c\‘o\ =0 (3.4.12)
<at& {;4& 413% ihiﬁ

K \)Ci Tn(l \)0 0\( - Kwa(a\ - T(C“ DQ(O\ = O

3t {ah

Com a ordre dos, les components ¥ de q/u i qg* queden to-
13y 13,14

talment determinades. Escriguem ara quins sdn J#‘ i J)“J
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- r
o TuK vl T Z2 [ vl
AL . L T A Y
30, %, 31 G

2 2 2
T T 2 2 [}»\ U] A K 2 T €2
+ — { = 1(1'(2?_?'" \Ql)‘*/\_&}xlkz 4+ —- \ (Kz_;ﬂ'z')— “+

2 3 3
BT(;: A Cz_ (L

g 2 1 \91 K K (2 z ¥ 1
+2—K(—K~%—)} W, —— 1{5 (ﬂf%;h%d«tz—?(lr— —’iﬂ\fki (3.4.13)
T

SV IR [P Wi
{3,4% 24 2
T2 8 Iy vl M2 ST
}‘“J:— LA o —
]3 '3(1;2 2 ®\+KZ) [/\ + 3“.‘?—?(3 (Y[+b23 2z
¢ 2z 2
e 2 2 Z}D‘ vl ) { T(ZK < N, 2
- M z-K2, ) +—rk k, - — ke -0C2y |- —% +
3;\2\1{11%}( okz) ek, 307 AZrF’( i) %

2K2(\f 2)} ol {v’i o1, 2% %(R W vl
+ SIS L‘t‘L 3,\'2[_‘3 \’3&1‘%( K%Z) 12 (,\ - b *4 (3.4.14)

( \

Aguests J P han estat  determinats amb la condicid:

\\A.A ),\P = ‘uu H\J =
}‘ > Q?z d © (3.4.15)
X (o x - (o

) . . .
perd com que els JMY aix{ determinats depenen explicitament

de ¥, al =Yoo Jja no donaran zero. Calculant el 1imit x2—>

— — obtenim:

{ngt( R Pl
: o § K s
K 7 = 0= him, (3.4,16)
K—L—D—Yoc SN,
‘ o 'e JUL]
B Y27 = g b (3.4.17)
{

e e
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Aquestes dues equacions ens donen el moment angular "ra-
diat" pel sistema.

El quadrivector de Pauli-Lubanski W el podem calcular
fdcilment a partir tant de (3.3.3) com de (3.3.4). La seva
expressid general la trobarem a 1°Apdndix #. Fins a ordre qua -

tre, exceptuant el terme {2,2§, tenim:

Ly Ay AT\ ALY
W-”:{L~ ea[Zqo(o\"@o\ +(K—"ﬂ—z)/1qw]ee
JF B, g w&] : 1w
.y [zqa“-—@“ +(K"f;§)jlaw €o &l T;;» (3.4.18)

on nM i Ty Venen donats per:

2
T

(3.4.19)

i

- (n\’fnz)/u(n(*ﬂl\*! - Tl’[l*ﬂé tzk

Substituint els valors de o B, M8 (3.4.18) obtenim:

Aquest WM verifica dbviament lim W}J—n})/w1* , perd en can-
K—DKoo
vi,

’ ) k2 A
WM - ke, & e
R W = { A+ A\ e ¥ o €€ B (3.4.21)

gkb—{oo
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on el segon terme del segon membre representa el quadrivec-
tor de Pauli-Lubanski "radiat". Les expressions (3.4.20-21)
sbn bastant senzilles. Per tal de veure millor el seu signi-
ficat fisic passarem al formalisme tridimensional i desenvo-

luparem en poténcies de 1/c. Es a dir, farem

;! ~> ,bl E‘b / E-:\Z ‘1{2‘
X [N -
N ':(O/(') 5 Ta :\Mq&a(L, zf) H K;-(4‘ Z;‘) (3.4.22)
i introdufrem també les notacions
- %> - - . W WMo
A= U‘l—u'_a: (u‘“-u’u, 5 M:WCHHZ 5 = (5.4.23)
A ™M

2 2
)J‘o\,‘(’mu\ W ”'—L + emeo\l
2c? 2™t Meet
/ . /£

Rela%iviste Coulonmb

T A
ol
(K —# c*t (3.4.04)

On el terme d“ordre zero és el quadrivector de Pauli-ILubans-

+
AT\ wg wi
\

by z
26@@‘ (60\ * ea\

v
Dirac

ki de dues particules a la mecdnica newtoniana, i la resta
sbn la correccid relativista (que hi apareix igualment per
a patticules lliures), la correccid coulombiana (1°ordre més
baix en eleg) i la deguda al terme de Dirac.

Calculem finalment el quadrivector de Pauli-~-ILubanski
"radiat" en un procés de difusibd. Si tenim particules 1lliu-

res al - o 1 +0 , direm que
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wH WM

M
W=
k‘OJ T“('

T (3.4.25)

—00 +oe

Utilitzant (3.4.21) per (=44 , 1 atés que WH &s una quan-

titat conservada, ens queda:

H HKee, [eF er | uH
W =- —+t = | (3.4.26)

md(btvac) 3/\(«1 ﬂ? T(% Ty

Tn

on "In" vol dir que totes les quantitats sbén referidas al

- 00, s a dir a les particules incidents. Hem posat (Dirac)
perqud aquesta &s la"radiacid" de W* deguda al terme de Di-
rac, i és possible quepﬁa‘doni també la seva contribucid (de-
guda al potencial retardat). No ho hem calculat degut a que
és enormement farragds treballar a aquest ordre; per altra |
part aquesta possible contribucibd no pot cancel.lar mai
(3.4.26) tota vegada que la dependdncia en les cdrregues és
diferent.

Si ens posem al sistema laboratori, h &s precisament el

pardmetre d’impacte. E1l sistema, al - o0, &s:

ﬁY
~

Wa Mg

—p — — — — — — — —— — — — — 4
h

_______________ » X

T Wagt
(% =0)
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Desenvolupant (3.4.26) en poténcies de 1/c tenim final-

ment:

W Heer (~S'i+'lZ C(uo(it))

ved (Divae) 3 3 Wl wd

(3.4.27)

3.5. Seccid eficac de difusib.

Tota vegada que els moments de Hamilton-Jacobi pf ’ pé“

sén constants del moviment (2.4.29), tenim un nombre sufi-

cient d“equacions per a determinar els Tlf, ff; al +00 en un

}A

procés de difusib, en termes de TTi, ',

al - co ., Podrem, per
tant, calcular la seccid efica¢. Aixd ho farem al sistema la-
boratori (Lab), on una de les particules estd parada (a t=-—

. . 2+ = .
-o0) i al sistema centre de masses (cdm), on P=pl+p2=0. Uti-

litzamem la seguent definicid de seccid eficac (vegeu (G0.63)

pdgina 101 i seglients):

dh
d©

ds h

—

do B A1 ©

‘ , ©elom] (3.5.1)

on h s el pardmetre d“impacte (que coincideix amb h® de 1la

férmula (3.2.3) als dos sistemes de referdncia esmentats),
i © &s 1’angle de dispersid de la particula a. La situacid
és la que mostra la figura de la pdgina seglient.

Al sistema Lab, ~{r"'a,=0, i al cdm wa\r&_&ﬂa-watnl_ﬁ,:o. Les
quantitats ;;F y© 59 sbén referides a t=+o00 ; totes les al-

tres que apareixen, ho serdn a t=-oo .,



El1 4 de (3.5.1) &s invariant sota transformacions de
Lorentz pures en la direccid de'gé i per tant podem utilit-
zar (%3.5.1) tant al sistema cdm com al Iab. dSL &8s 1%ele-
ment infinitesimal d’angle sd61id, sin@<19<1$ ; 1 com que
el moviment és pla, té simetria axial i podem integrar 1la

cf> : dQ=2Tsin® d6.

_ 2
Pgu ="lg »

les vuit quantitats conservades péu es redueixen a quatre:

Degut a que el moviment és pla i a que pg

les components d”espai de pg al pla on té& lloc 1la col.li-
sid. Tenim també quatre incognites: Vop 0 Varp o ® i q7.

Com que hem fet els 1imits nge»i.aﬁ, les z Z_s 1O

a’® “ag

apareixeran a les nostres fdérmules. Les quatre quantitats

esmentades dependran solament de h, m_, m -, v , V -, €, ,

a a’ a a

ey’ - Per raons dimensionals, en desenvolupar en les cadrre-
. 2
gues, apareixerd sempre la h en la forma e~/h . Per tant,

posarem (som ara al sistema ILab):
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W ee, () [ee\*
=+ () wote)

W ee (2) (ee.)? »
NyE T Na —— + A k—h——z) + 0(6)

a h
@) oe () ee 2 (5-5-2>
&= © ,‘Z+@(Z)+O(é)
W h
Z
= o+ ¢ = (_ + 0(¢)
2 h b
on 0(6) indica termes de la forma egeg, amb p+q > 6. A (3.5.2)
no hem posat termes no diagonals ezea, , berqué no aparei-

xen a les expressions de pg(l+O° (3.3.39-40). Posant en aque-

llas férmulas Y =+1, tenim:

2(

see 2K K (eeyt AL

L\
Ta ¥ A W T\ n

ki )}:“fp(aﬁ.z)

Al gsistema ILab tenim:

w - (Olol l’la(") O) kﬁf ‘x): = = U Wt }(o\(u*q ro Uf} )(‘M&( +W°\b\>-”73\7 O) C )

K = g ugt &0\ A= mawq'ra N (3.5.4)
Les components x, y de 17equacid (3.5.3) ens donen:
G @00 =\ 40 &Mwww(elez)z O(é)
g Do 2 2 g W fab2 h
(3.5.5)

rd

2 e T (wpt Wi ) 6‘61)

€ wh = —_ - ( + O(b
KQFU“F . Wl b ng‘”l\' \(aU‘o\ h ( )




-88-

on la € &s el signe de eje,; si la forga &s atractiva, € =
=~1 1 la component y de ﬂg% es negativa. Ara be, utilit-

zant els desenvolupaments (3.5.2),

)
_ 3W 8@ 4@ 3 g Wy ) W2 gcez A
(aF %FWS:K&U‘*+ K&U T +{\§oﬂu°‘ Ly Ko"fo\ o —2, KQUQS R (’(6)

(Uegl { 2 W ) L ee.

pu® = \‘U’@ +4 ¥ &, ‘B‘rgaxr% 3

Z
XC\FU;\F )-\' O(é) (3.5.6)

Comparant amb (3.5.5) obtenim:

26 e et (wmatua) [0€,)% A
b= R (hz) +0(6) (3.5.7)
afaln h 2uag gl Yo Wy
Z €€ |2
Uap = Yo - Wttt 2 072 ( L ) * O(é) (3.5.8)
) oA

Podriem fer aixd mateix per tal d”obtenir v _.p , ¢ 5 el re-

sultat és:

Wl £ U e A
c(J:E+e - 0\)(2~e‘z+o(*{)
s ,
e ee e (wotwmy) (€€ . 5,
Sap = - Ez (W, M)(( 2)_+ O(é) (3.5.9)
Mo b 2oag, gt G, Ui

Per a calcular la seccid eficag¢ cal trobar h(®),

a dir, hem de invertir la série de (3.5.7). Busquen

ee

|
\

|
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Substituint a (3.5.7), tenim:

(2)
Vi E ®
A e e = -—
) w (3.5.11)
g / E

i finalment, afllant h de (3.5.10),

W) @)
A cee (B8, & }
n=cef - & roo)t = eal S e+ o) (3.5.12)

a

(1) (y
Substituint els valors de ©® i © ,

quaU:B Hw o (3.5.13)

on hem posat mzmlmg/(m1+m2) i hem tingut en compte que %Afeg.
De (3.5.13) hom pot calcular sens dificultat 1la seccid efi-

ca¢; tenint en compte que a 1”ordre que estem treballant

@ =5in® =tgb,

A
JUJ _ € { Twa e 0 5 %
A2 1ak  \ ugf 17l b ““5*0(9) (3.5.14)
R 2

El primer terme del segon membre 1°identifiquem com la sec-
cib eficag de Rutherford i el segon terme seria la correc-
cid relativista (deguda al potencial retardat, doncs proce-
deix del terme e-eS )
172
E1l cdlcul en el sistema cdm es fa igualment; tenint en

compte
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Kol (0,0, qab\/o) 5 fj\’ :(({'\?KQ( , ((;(&-E(ama«,o,o)

X :{“(ﬁﬁ( IM)ZFQ AR T S
a

hom obté:

zéE e, e T e, 2 ¢
® = _ e _( ) + 0 (6)
wol, Sa N h 2uug (G A\ h
(3.5.16)
222 2 =2z T\\2 e‘ez)z 0(6)
_ o _ -+
'U;XF = N+ W;&w;" :e,u.;x“ {W@ A (Wa'(‘“*af)Kq U’oxl' ( L\

i finalment:

do ( T'(‘e(ei )2 n\uqrau A o -
Dol L-€ —"— a2 +0(0 }
(&Q)C(R\M 20‘)&(0”—07\ A:W\Z% { J—{\M-\Zl Hh (2 ( ) (5-5017)

Per a baixes energies, el primer terme del segon mem-
bre ens dbna la seccid eficac de Rutherford; si fem una de
les masses infinita (ma,-v*x» ) recuperem la férmula de Mott
(vegeu (LU.68), pdgina 261) al primer ordre en les cdrregues.
Estudiem finalment el cas m =M_+ , €,€_+r ; després de 1la
dispersid no podem distingir les particules una de 1’altra i

cal sumar les seccions eficaces d’ambdues (vegeu (LL.65), pad-

gine 64). A primer ordre tenim:

—— -

Ia

do el (22 -4)?
( (3.5.18)

cdwm ‘Miux4&fJQMq%
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L’electrodindmica qudntica dbna, per a la difusid de
dues particules indistingibles, sens spin i en el sistema

cdm, la férmula (vegeu (AB.65), pdgina 838):

de- a2 52—+ \*
Sl = (3.5.19)

ast Hugua & VM6 2¢0-1

Ara bé, (‘0’2—1)/(232 -1)<1/2 i per tant, en la nostre apro-
ximacib, podem menysprear el segon terme del pardntesi, i
recuperem (3.5.18).

Abans d’acabar, pensem un moment en la naturalesa dels
desenvolupaments que hem estat fent a aquest capitol. Hem
fet desenvolupaments formals en les cdrregues €1, €5, que
per raons dimensionals podem considerar realment com desen-—
volupaments en la quantitat adimensional eleg/mcgh , O m
s alguna de les masses del sistema i h &s el pardmetre
d’impacte de les dues particules (en qualsevol sistema de
referdncia on'?l H'?é). Aproximar les quantitats calculades
(g, p#, g¥¥, dr/an,...) quedant-nos tant sols amb els
primers ordres d’aquestes séries, vol dir que e1e2/m02h<<l;
si no, les nostres fdrmules no tindran ja sentit. Per a
electrons, tenim que eleg/mcgau 2.8 fermi, és a dir, els
nostres desenvolupaments valen per distdncies h » 2.8 fermi
la qual cosa &s un 1limit molt raonable, i que sempre es ve-
rificard en situacions cldssiques. A més, molt abans de que
h ~2.8 fermi, ja sdn notables els efectes qudntics, i 1la
predictivitat (de la mateixa manera que la relativitat res-

tringida) deixa de &sser vdlida mentre no sapiguem quanti-
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ficar,

Per altra part, eleg/mcgh«vl equival a e e, /hA/mcg,
€s a dir, que quan la constant del desenvolupament &s de
1°ordre de la unitat, 1”energia electrostdtica pot crear

noves particules, cosa que no estd contemplada a la nostra

teoria,
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4, LAGRANGTANS SINGULARS; EXEMPLES.

Els Lagrangians singulars sbn aquells per als quals 1a
matriu Hessiana respecte les velocitats generalitzades és
singular; é&s a dir que no és possible aTllar totes les acce-
leracions a partir de les equacions de Lagrange. Aixd dbna
lloc a lligams entre coordenades i velocitats. Lagrangians
d’aquest tipus sbn freqglients a Relativitat restringida i fo-
ren estudiats ja per Dirac (DI.64). Actualment 17interés pel
seu estudi ha augmentat degut =2 que permeten d’obviar el teo
rema de no-interaccid i també a que els lligams que hi apa-
reixen, en quantitzar, permeten d’eliminar en alguns casos
els estats no fisics (XN.73), (KV.76), (DG,78).

En aquest capitol estudiarem algunes propietats dels La-
grangians singulars, seguint els treballs (SM.74), (DG578);
preparem 2ixi el cami per al proper capitol que parla de com

tals sistemes poden é&sser predictivitzats.

4,1, Equacions del moviment i lligadures.

Estudiem aqui el problema de N particules -sens estruc-
tura- amb una interaccid donade per un Lagrangid ;ﬂ(x, %)
Per x entenem un vector de 4N components, que sdn les coor-
denades Xé“ de cada una de les particules. Estem treballant

de fet a (Mq)N

SO\‘o

; 1 dotem aquest espai vectorial de la métri-

ca wpp . De manera que representarem el producte esca-

1ar de (MY aixt:

_ ab M L e M -
(YD =18 Xay = €K Yy o0 X | (4.1.1)
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A partir del Lagrangid & (x,%) -on %=dx/d A , essent A
un parametre qualsevol, perd escalar Lorentz- derivem les

equacions del moviment

i('aa“a _nb
da \as2| o T (#.1.2)

E1l Lagrangid 2> s’anomena singular si hom no pot aillar

les acceleracions ié“ de les equacions (4.1.2):

X4, - b L F% (e %)
e x = =T x = xk 4.1.
oy ° o WO AT St
i també les podem posar com:
x = F (4.1.4)

on IH{ &s 1a Hessiana de {a, una matriu 4Nx4N:

N
Hit L HLp
M A 2
= | ] e T g acn
N4 N N )A gxa Skﬁ (4.1.5)
H)uu) i py
T &s una matriu simdtrica. Que £ &s singular vol dir

que TPf és singular; el seu rang &s r <4N. Com ens ho fa-

rem per a determinar unes equacions del moviment? I s pben-
sat com aplicacid lineal, t& un nucli de dimensid 4N-r; &s a
dir, existeixen 4N-r vectors g:i independents, que son fun-

cid de (x,%) i tals que
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HcC =0 ; ‘=42, . 4N~ (4.1.6)

Per tant, la solucid general de (4.1.4) s’escriurd com

x = g. + 66 ,QL' g; (4.1.7)

on g(x,k) &s una solucid particular qualsevulla de (4.1.4) i
’Ti sén 4N-r funcions arbitrdries de (x,%). Tant 3 com %ij_
sbn vectors ben coneguts en funcid de (x,%). Veiem aix{ que
el fet de que el Lagrangid sigui singular té& per conseqgiién-
cia que les acceleracions no estiguin determinades sino que
depenguin de funcions arbitrdries. Perd a més, si fem el
producte de (4.1.4) amb %Zi, recordant (4.1.6) i que iz

es simétric tenim:

~ a "-')u -
(8., F)= P =0, imdg, oo oo 1.9

Aqui ens poden passar tres coses:

a). Que algune de les equacions (4.1.8) sigui incompa-
tible. En tal cas el Lagrangid {9 no dona lloc a equacions
del moviment i no pot descriure cap sistema fisic. Recordem
que tals coses poden passar fins i tot al nivell de (4.1.4).
Efectivament, el Lagrangiad .E(q,q)zq ddna com.equacid del mo
viment -1=0.

b). Que totes les equacions (4.1.8) es satisfacin idén-
ticament, qualsevulla que sigui el valor de les variables

(x,%). Llavors el problema ja s“ha acabat i (4.1.7) sbén les
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equacions del moviment del sistema. Perd, en general, tin-
dremn que:

c). No totes les equacions (4.1.8) es satisfan idé&nti-
cament. Llavors obtznim unes relacions entre les variables
(x,%) que anomenarem lligams. Siguin a;m(x,k)=0, m=l,...;g
amb ag£4N—rTel nombre mdxim d‘equacions funcionalment inde-
pendents que podem obtenir a partir de (4.1.8).

Que hem trobat fins ara? Que a les acceleracions apa-
reixen funcions arbitraries, i que aguestes solament tenen

sentit si les variables (x,%) satisfan un conjunt de lligams

A

B (x K| =0, wat, o d S RN (#.1.9)

Solament podem admetre com a condicions inicials -per a re-
soldre per exemple (4.1.7)- aquells punts (x,%) que satisfa-
cin (4.1.9). Per tant, si partim d‘un punt. que verifiqui
(4.1.9) i el deixem evolucionar segons (4.1.7), ha de seguir
verificant (4#.1.9). Aixd vol dir gque no hem acebat, sino que
hem de imposar la estabilitat dels 1lligams (4.1.9) sota de-

rivacions respecte de A . Es a dir,

dd, e V¢ RIS L.
A)‘N: = X! +9—;20{’- e, Lxx)+e'f; 0Lk Caik 29 (4.1.10)

On hem utilitzat les equacions (4.1.7). Es poden donar ara
quatre casos diferents:

a). Que les equacions (4.1.10) es verifiquin idéntica-
ment -utilitzant si convé (4.1.9)-. Llavors ja hem acabat.

b)-@%/@ xg‘)%‘;i =0 , ¥ i -utilitzant si fa falta (4.1.9)-
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Ilavors (4.1.10) ens ddna nous lligams entre les (x,%).

c)(?Emlakf)%iE#O rer alguns i; llavors (4.1.10) ens

dbéna relacions entre les funcions arbitrérieslii, i el nom-
re d"aquestes disminuird. A més, podem obtenir també& nous

lligams, com a condicions de compatibilitat de (4.1.10).

d). Finalment pot ésser que arribem a contradiccions.
En %al cas 4 no descriu cap sistema fisic.

Resumint, en imposar que els lligams siguin estables
generem nous lligams i es redueix el nombre de Funcions arbi-

trdaries. Ara tenim:

Y ~oA x
=% +e" L ;o 4TA2 o SHNCE
~ ~ (
L . 4,1.11)
¢NM (X/><) =0 ’ m :112/’“1A
~ x 7, &~
on a, 5., ‘bm sén funcions conegudes de (x,%); els G, sén

P

linealment independents i les ¢7m sbn funcionalmént indepen-
dents.

Pero com que ara han aparagut nous lligams hem de impo-
sar de nou la seva estabilitat; pot ser que aixd geheri nous
lligams i redueixi el nombre de funcions arbitrdries. Cal
continuar aquest procés fins que 1°estabilitat dels lligams
quedi satisfeta idénticament. Aquest procés &s necessdria-
ment finit, doncs el nombre de funcions arbitrdries va dis-
minuint, 1 no pot haver més de 8N 1lligams (perque solament
tenim 8N variables independents, (x,%)). Végeu (SM.74), Fi-

nalment, doncs, arribarem a un sistema del tipus
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;‘): :aﬁ +€",Q{ €£c 5((:1,---,#51.{!\1—‘-)

(4.1.12)

bulrdlzo 5w e

on a, L., chm sbn funcions conegudes de (x,%); ;i vectors

de (M4)N, linealment independents, i les <ﬁm funcionalment
independents. A més, les equacions dwﬁm/dA.=O es verifiquen
ara si fem us de (4.1.12). Les 1, son funcions ‘completament

arbitraries.

Les equacions dtbm/dJ¥=O ens porten a que

Etb o b
Aol }J. _ - . A o)J w M _
e oai O YO s T Y S O (4.1.13)

siguin consecuéncia de ¥>m=0.

Direm Sistema Lagrangid Singular (SLS) a un sistema d’e-

quacions diferencials de segon ordre com (4.1.12), amb fun-
cions arbitraries li’ i sotmés a uns lligams (bm'
Geomdtricament podem pensar un SLS de la seglient mane-
ra. A 1°espai de les fases (TM4)N -de coordenades (x,%)-
tenim una subvarietat U¥ de dimensid 4N-d definida per les
equacions cbm(x,k)=0. m=1l,...,d. Sobre aquesta subvarietat

tenim definida una familia de camps de vectors D[l]

?

M
XS4

; ?
+ (d?: % et’q" ;o{‘f) 9 ;(é\,t (4.4.,14)

"
Degy = %5

Cada eleccid de les funcions arbitrsries 1, ens ddna un camp

de vectors de la familia. Aquestos vectors sbén tangents a
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U¥; aixd &s el que ens diuen les equescions (4.1.13), o si=-
gui, les condicions d’estabilitat de les c#m, qualsevulla
que siguin les funcions arbitrdries 1i.

Com que el SLS (4.1.12) &s un sistema d“equacions di-
ferencials de segon ordre sobre la subvarietat u¥* de (TM4)N,
tindré el seglient:

Teorema. Fixades unes funcions li(X,k), per cada punt

(XO,XO)G'U*' existeix una solucid Gnica de (4.1.12)

: Xf = Ai:l(koliOB A} [9(1)

tal que Xﬁ; =/¢f C*B.QOB 0, [Q{]) (4.1.15)

. M A .
X[Ln :/\LO\ (’COIXD)’O; [Ql"}>

b (4 (ot 3 TRT ) L Goa ,u;])) =0 ¥4 ¥

r

AL s la parcial de AL respecte de A . Hem escrit [11] per

a indicar que ALg depén funcionalment de les 1i; les Gniques

variables que apareixen a /¢$‘ sbén (xo,ko,‘*), perd la forma

M
funcional de AQ depén de les li que hagem escollit.

4,2, Altres propietats dels SLS; invariancia Poincaré.

En general, la descomposicid (4.1.12) de i;‘ no és Gni
ca; una part de les é:i pot passar a la ag‘. Sigui <$;fm§%>=
=k el subespai de (Mq)N generat per els vectors 2§1,...,T;f.
Si es verifica: (M4)N=E @ EJ' llavors prenent aeELl 1a des-
composicid esmentada si que és Gnica. Perd com que (M4)N no
té una métrica Euclidiana, aixd no serd en general possible.
Sempre que poguem agafarem per tant aél tal que e“ﬂ QPW;M‘:

}'u)d [« W3
=0, o,
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Interessa sempre que les equacions (4.1.12) siguin ma-
. . t Y d- ),l . )"
nifestament covariants; €s a dir que ajy 1 i;ai €s compor-
tin com vectors i cbm com escalars sota transformacions de
Lorentz. La invaridncia sota translacions ens dbna que a
més han de dependre solament de les coordenades relatives
xF-xM . La manera més senzilla de garantir aixd &s prendre

a D
JS invariant sota transformacions de Poincaré:

U ° '8 °o W
= L7, (KJ’—F?p) A PARIES S <4

A0 2 = L(x %) (4.2.1)

Aixd implica que D satisfaci les equacions diferencials

Qb
€n (axé:‘ = O
o b b o> s (4.2.2)
Ko e = Ky A R - % —— =0
)u%)c(‘f qugko{,( O)J (a;ap av Q))co\“

La primera ens diu que 4 depén solament de les coordenades
relatives i la segona, que &s un escalar Lorentz.

Ara pé&, la invaridncia de & sota les transformacions
(4.2.1) ens dbna, utilitzant el teorema de Noether (vegeu
(AR.76) pdgina 9%), deu quantitats conservades:

D1

LR ¥

T}i:: €a

PES b (4.2.3)
':S}AD = xa}‘_'b_)'gf Xav (a;(_‘})f

Aquestes deu funcions s’anomenen quadrimoment lineal <?H )
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i tensor moment angular (J%D). Sbn quantitats definides so-

bre U¥ i conservades, &s a dir, (vegeu (SM.74)):

D[JI'SE =D _J,,=° ¥l

M [py “ v (4.2.4)

Introduirem ara una classificacid dels lligams que ens
serd molt til a 1°hora de predictivitzar els SLS (capitol
5). A les cﬁm(x,k) fem el canvi de variables k$‘= “a‘jgl i
aixd ens ddna d funcions de Xéﬂ - o ,+ Fixem-nos sola-
ment en la dependéncia en les X o+ BEs tracta d‘obtenir el
nombre més gran possible de lligams -combinant-los adient-

ment- que no continguin les ‘xa' Els anomenarem lligams de

tipus A. Aquests lligams seran homogenis de grau zero en

les ig o el que és equivalent, en les hg.

fﬁw (en)=o0 o C;Ew(x,i)——o W«:l,---,oqq

Tipus A (4.2.5)
é\u (Kb,f /‘XO\T'G}J] = Cﬁw( Kf/ﬂ(): ) -V"Xo\ .

Direm lligams de tipus B a la resta de lligams:

tﬁw(x,i):o ) w:dn*f)(/__,/(gﬁ’r&giéx (4.2.6)

Considerats com funcions de les N])...,tXN han de verificar

© (ﬁclq-%i. _ ’E’éoqqﬁ&B
3y B Doy
i |
gy " ‘ =dg (4.2.7)
Z 4’&9 +4 géééﬁ—(-&g

(}“'N ST ’a(xN
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perque si no seria possible obtenir nous lligams de tipus A;
El rang s’ha de calcular sobre UX , &s a dir utilitzant si
fa falte zbm=o, m=1l,...,d.(4.2.7) ens diu que dg< N; é&s a dir
que el nombre de lligams de tipus B és com a molt N.

Aquesta classificacid és important perqué els lligams
de tipus A ens donaran automdticament 1ligams sobre les (x,¥r)
mentre que les de tipus B no. Aixd ho veurem amb detall al
capitol 5.

Per a acabar aquest apartat veurem un exemple molt sen-
zill de Lagrangid singular; el que correspon a N particules

1lliures:

on el coeficient -m, s’ha pres de manera que a 1 aproximacid

(4.2.8)

va/01K1 recuperem el Lagrangi& cldssic de particules lliures

éal/2ma#;2. Les equacions del moviment (4.1.%) ens donen

b
gam’cx ( we ).Q’E *i )..

J—k“?i“F

Ia Hessiana [F{ estd formada per N caixes diagonals,

(4.2.9)

cada una de les quals té& un vector propi amb valor propi nul

(que és kg ). E1 rang 4° T{ &s 4N-N=3N i els N vectors propis

sbn:
x} /o0 0
0 x) 0
TR A e T R
‘ ‘ . p (4.2.10)
0 o Xy
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Com que el segon membre de (4.2.9) é&s zero no hi ha lligams

i les equacions del moviment sbn:

ov).l _ 'P
Xa = Qa x4 (4.2.11)

que contenen N funcions arbitrdries 11""’1N . En aquest
cas, u¥ =(TM4)N.

A més el Lagrangid (4.2.8) verifica les equacions (4.2.2)
i &s invariant Poincaré. Per tant tenim les deu quantitats

conservades (4.2.3). Aquestes sbdn:

X
- GQ\M QJA

Xa

9$

. . (4.2.12)
'I = 60\‘*« —
P© ~ T
- X;: Xa o

que ens donen el quadrimoment lineal i el tensor moment an-

gular d°un sistema de N particules lliures.

4,3, E1 model de Dominici-Gomis-Longhi (DGL).

Aquest model (DG,78), (DGy78) estudia la interaccid de
dues particules puntuals -sens estructura- mitjancant un mo-
del Lagrangid singular amb un potencial multiplicatiu. E1
Legrangid proposat &s una generalitzacid sencilla del de dues

particules lliures (vegeu (4.2.8)):

£ = - V[ Uy x Ko p

U () = mp = V(<)

(4.3.1)
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on x ¥ = qa(xg—xg5)=xf—xﬁ‘és la coordenada relstiva. La fun-
cid V(Xg), la mateixa per a les dues particules, &s la que
porta la interaccid; si V=0 recuperem particules lliures,
(4.2.8). L’interéds d’aquest model, que té el 1lligam (P,x)=0
(com veurem més encavant (4.3.4)), estd en que é&s possible
quantificar-lo, i el 1lligeam (P,x)=0 dbéna una condicid suple-
mentdria sobre els estats qudntics que permet d“eliminar les
oscil.lacions de tipus temps i dbéna un espectre d’energies
definit positiu (vegeu (DGb78)). Aquest model és equivalent
al de Kim i Noz (XN.73), que no es deriva d’un Lagrangid sin-
gular, sino que quantifica sobre una hipersuperficie de ti-
pus espai. A més aquests models permeten d’evitar el Teorema
de no Interaccid. Anem a analitzar que ens dbna (4.3.1). Les

equacions de Lagrange sbn:

. (x,%)\(' ,
X =
Upha M N

(4.3.2)

i a cap de les dues equacions estdn sumades les a. La Hessia
na en aquest cas &s de rang 6 i per tant té& dos vectors pro-

pis, els quals sbdn:

i
.- [

_ O
¢ G, = Jy (4.3.3)

AT1lant 1’acceleracid de (4.3.2), tenim:
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b!

= A Ak )V{ u_ L) %A‘}wa»'«%: = at 40, %K

(k4 %a) (4.3.4)

on hem escollit la part a glortogonal a kfl(vegeu el comenta

&

ri inicial de la seccib 4.2); les 1, §6n dues funcions arbi

traries.
Els dos vectors (4.3.3) han d’ésser ortogonals a Fa/A
(4.%2.2). Per tant, tenim:
M i X2
F — V(——+— ):o
Q)Jgk )‘ (\‘ )‘_L)X
ol _ (K & ):O (4.3.5)
FQ)A;Z }‘(\’ V(\A+(15x

Suposant 'que V' #0 (si no, V és constant i tenim particules

lliures) tenim un sol lligam, que escriurem

(?,X\) =0 (4.3%.6)

on hem posat

. >4
¥ —ea——i =
4 Yo 2GR (4.%.7)

Segons (4.2.3) gu és el quadrivector noment lineal, i
ha d‘ésser una quantitat conservada, la qual cosa es demos-
tra fdcilment utilitzant (4.3.4) i (4.3.6).

Are hem &‘imposar 1’estabilitat del 1ligam (4.3.4).

Com que PP =0,
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(Z,%) =0 (4.3.8)

que ens dbéna un nou lligam. Derivant un altre cop, tenim:

0

4 .

e (%2
89,0 (b o)V n)) = 0= 4, (Kt V! (—a—) =0 (4.3.9

que ens ddna una relacid entre 1, 1 1, i cap nou lligam. Hi
ha per tant una sola funcid arbitrdria, que escriurem 1. Fi

nalment hem obtingut el SLS seglient:

KA = da (k)Y P £ UK

(f,x) =0
(4.3.10)

CEIQ) =0

que conté una funcid arbitrdria 1 i dos lligams.

Estudiem de quin tipus sbn aquests lligams. Pﬂ s ho-
mogeni de grau zero respecte de cxl, o« 5 (quan fem el canvi
de variables %= daﬁig ). Per tant, (P,x)=0 &s de classe A

i (P,%)=0 de classe B.

Tipus A (T ,K) =0
(4.%.11)
Tipus B (2, %) =0

Finalment, i atds que 4, &s un escalar Poincaréd (&s s
dir, verifica (4.2.2)), podem calcular les quantitats con-
9 9

servades (4.2.3). E1 Py Ja estd calculat a (4.3.7), i el
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J)“> ens dbna:

A
a . .
r;‘)'{u - € '/\—o‘ (XG)AKQDQKQP Ka\)A) (4.3%3.12)

i podem veure que es conserva utilitzant (4.3.10).
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5. PREDICTIVITZACIO D’UN S.I.S.;EL MODEL D.G.I.

Per tal d’intentar explicar la interaccid entre quarks
hom va utilitzar inicialment un potencial infinit (ZW.64) i
(J0.72); posteriorment hom ha provat amb models més realistes
que utilitzen potencials de tipus oscil.lador armdnic (FK.71).
D’aquestos models ens interessen els relativistes, i en parti-
cular el model de Dominici-Gomis-Longhi (DGL) que deriva d‘un
Lagrangid singular i conté el 1ligam (P,x)=0.

Els sistemes lagrangians singulars gaudeixen d‘una série
d’avantatges que han fet que aquestos (ltims anys aparegués
una amplia literatura sobre el tema (vegeu per exemple (KV.76),
(DG578)). Aquests avantatges consisteixen en que, en derivar
les equacions del moviment d un Lagrangid, sbén fdcilment cal-
culables les quantitats conservades (quadrimoment lineal i ten
sor moment angular; vegeu (4.2.%3)) i a més hom pot obtenir fa-
cilment un formalisme hamiltonid que permet de quantificar el
sistema; el cardcter singular del Lagrangid permet d‘evitar
els teoremes de no interaccid i a més els 1lligams que hi sbn
generats permeten d”eliminar estats no fisics que apareixen en
quantificar (aix{ el 1ligam (P,x)=0 permet d“eliminar les os-
cil.lacions de tipus temps i hom obté aix{ un espectre d’ener-
gies positiu).

Malgrat les bones propietats ja esmentades, els lagran-
gians singulars presenten alguns inconvenients. En primer 1lloc,
les equacions del moviment (4.1.12) no sdn equacions diferen-
cials ordindries de segon ordre, ja que el segon membre de i;
4)N

no &s conegut sobre tot (TM sino solament sobre una subva-

rietat U¥ ; les condicions inicials no poden &sser arbitrdries
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sino que han de verificar els lligams t#m(x,k)=0; per altra
part, apareixen funcions arbitrdries a les equacions del mo-
viment, 1 aqueilxes no sbén ja pér tant equacions diferencials
ordindries de segon ordre.

A més, si a partir de (4.,1.12) ens calculem les triacce-
leracions per a un observador inercial, resulta que hi ha ob-
servadors privilegiats, en el sentit de que tenen les accele-
racions descrites en termes de posicions i velocitats instan-
tdnies de les particules. Per exemple, en el cas del 1lligam
(P,x)=0 1%observador privilegiat és el del centre de masses
(ﬁ;o = X$=X§). Aix1, encara que formalment totes les equa-
cions sdn covariants, no es respecta el principi de predicti-
vitat, segons el qual tots els observadors inercials poden des
criure la dindmica del sistema amb equacions diferencials or-
dindries de segon ordre tal com (2.1.1).

Pensem que aquest postulat (que estd a la basse de la me-
cdnica predictiva, vegeu (2.1)) &s important i t& un signifi-
cat fisic molt clar; en aquest capitol estudiem com &s possi-
ble predictivitzar un SLS en el sentit d obtenir un sistema
predictiu que doni les mateixes trajectdries que el SIS (a U*)
amb la qual cosa quedaria restablerta 1°equivaldncia esmentada
entre observadors. En una primera part veurem sota quines con-
dicions &s predictivitzable un SLS i després aplicarem aquests

resultats al model DGL.,
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5.1. Extensid predictiva d‘una familia de SIS.

Un SLS tal com (4.1.12), a més de les variables (x,%),
contindrd pardmetres com les masses de les particules, les cd
rregues, etc., pardmetres que figuraran explicitament a b oi

per tant a les funcions aé‘, @;gg ) 43 . No considerarem aqui

m
un sol SLS, sino la famflia que hom obté donant a My geeeyly
tots els possibles valors (mi7i) ¥i, i=1,...,N). Consideraren

per tant la familia de SLS

;(.(}: = az(x,ilwb)-re'“ﬂ; q::' U‘,?E‘]Wb) ; {:1‘_,7{—

_ (5.1.1)
wa(xt’z‘m&’):o ; le,—--,A:dw"‘A‘B;

on hem posat explicitament la dependéncia en les masses, i dy,
dp sén el nombre de lligams de tipus A i de tipus B del SLS
considerat. Aixd ho fem per les mateixes raons gque quan hem
fet 1°equivaléncia entre el formalisme manifestament predictiu
i el manifestament invariant de la MRP (vegeu pdgina 18).
Donats uns valors de m,, unes funcions 1i’ 1 unes condi-
cions inicials (xo,ko) que satisfan els lligams fﬁm(x,klmb)zo,

existeix una solucid tnica de (5.1.1) donada per (4.1.15):

X2 :ALi(x,f:Eo;,\jfﬁc]‘Wb) (5.1.2)

Cada membre de la familia de SLS (&s a dir, fixades unes

masses mb) estd definit solament sobre la hipersuperficie

U*(mb) de (TM4)N donada per:

W(wb) = {(_krﬁ) G(TMW)N \ (bw (% [bu[,J =0, w= ",—H,AH*JB} (5.1.3)
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Nosaltres busquem un SPI de la forma

d x4 M
dea
Al y
1. & (e (5.1.4)

on @glesté definit a tot (TMq)N, de manera que les trajectd-
ries solucid de (5.1.1) també ho siguin de (5.1.4).

Abans de formular rigurosament aixd que acabam de dir,
examinarem amb detall les diferents coordenades ((x,%) i (x,n))
que tenim a (TM4)N

Per a cada valor de les m, tinc un SLS, expressat en unes
coordenades (x,%), definit solament sobre U*(mb)CZ(TMq)N. Perd
% és un vector tangent a la trajectdria de les particules, i
com que les masses my estdn especificades, sabem passar de les

coordenades (X,k)é'U*(mb) a (x,m) de la seglient manera:

Gy * UCoe) —> ()"

W, xt
2 7)) — (< -

- xbxyAYa>::(xf;“§) (5.1.5)
Busquem ara quina é&s la imatge de g< b) i si es injectiva

0 no. Sigui (X b)e-Im g(m y 3 1llavors existird (x, X)é&U*(m )
tal que 8(m )(X *)=(x,11). Alxé ens diu que (x,%) &s de la for
ma (Xg; ot 4 T b) I com que pertany a U (m ) s’han de verificar
r\%=m% , i els 1lligams de (5.1.1). Tenint en compte que els

lligams de tipus A sbn homogenis de grau zero en les %, tenim:
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Tipus A (ﬁw(x‘o“u)ﬂbu |T1C.) =0 ’ m=1,...,dA (5.1.6)

Tipus B ¢w(>¢f;ybﬂfluc):0 m=dy+l,...,d,+d5  (5.1.7)

Les equacions (5.1.6) defineixen una subvarietat Ur:(TMA)N
La imatge de U*(mb) per g, ) és la interseccid de U amb 1’hi-
perboloid de masses 11%~m% . La reunid de les imatges de U*(mb)
per tots els valors possibles de les M &s justament U,

Les equacions (5.1.7) no donen cap condicid sobre (x,¥1)
sino que ens diuen que les aplicacions g(m ) no son injectives,
sino que hi ha molts elements de U*(mb) que van a parar al ma-
teix (x,n ) de U. Aquestos diferents elements venen donats per
els diferents valors de les a:b, solucib de (5.1.7). Aquestes
equacions, gracies a la condicid (4.2.7) no donen cap relacib
entre (x,M) sino que determinen dp funcions de les o que
sén independents. La resta de & ., N-dp , seran arbitrdries.

Es clar que si dp=N, llavors tots els x4 estan determinats i
en aquest cas les g( b) seran injectives. Hom pot veure la re-
lacid entre les diferentes subvarietats de (TM ) i les coorde
nades (x,n) , (x,%) a la figura de la pdgina seglient.

Les dimensions de les subvarietats que hi apareixen sbn:

i (T104)N = 0 i g, (o) =N
dim U*(wy) = IN-dp-dg Al un ﬂ(wuqmg) = FN-dq

da U = ZN-dg IN-dp-dp € dw U UH(wp) € N- 4 -dp
(wy)
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Definicid. Direm que el SPI (5.1.4) &s una extensid pre-

dictiva de la familia de SLS (5.1.1) si, donades unes funcions
1, i=1l,...,f qualsevulla, uns valors de my qualsevols i unes
condicions inicials (xo,ko)e[ﬂTmb) qualsevulla, existeixen

N funcions fa(;k) mondtones creixents (amb fa(0)=0) tals que

. f
0 P We Xep .
41» (}cb,, X 3A5 [Q]lw& é (xso,"“( _a, for) >1La“)) (5.1.8)

es verifica per a tot valor de A . aég és la integral general

de (5.1.4)
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Aquesta definicid diu que les trajectdries (a MA) de cada
una de les particules, que es deriven de (5.1.1) coincideixen
amb les que s’obtenen de resoldre (5.1.4) amb les corresponents
condicions inicials.

Anem a analitzar (5.1.8) amb més detall. ALa(Xoko;Aiflinmb)
defineix una corba a (TM4)N; és 1la solucid del SIS (5.1.1) amb
les condicions inicials (xo,ko)ééU*(mb); &s clar que aquesta
corba estd continguda a U*(mb). Perd una corba a (TMA)N ens db
na un determinat aparellament dels punts de les trajectdries
de les particules a mt (vegeu a la pdgina 27 una discusid sem-
blant referida als formalismes unitemporal i multitemporal de
la MRP). Aixd é&s degut a que descrivim les N trajectdries amb
el mateix pardmetre A (exigdncia indispensable si volem tenir
un formalisme que derivi d“un sol Lagrangié); a partir de les
condicions inicials, fer evolucionar les particules un mateix

A , aparella els punts com mostra la figura:
M

CIE

p.4
ao?a
condicions

inicials

particula 1 part. 2 part. 3

on hem unit els punts aparellats de cada trajectdria.
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. M p .

En canvi, Ea(g(mb)(xo,io); Z,), que &s la integral gene-
ral del SPI (5.1.4) amb les corresponents condicions inicials
8(m )(xo,ko), &s una N-superficis Z a (TMQ)% sense cap mena

b
d’aparellament dels punts de les trajectdries de cada particula,

a M4

. E1 que fem a la definicid (5.1.8) &s reparametritzar inde
pendentment les N trajectdries solucid del SPI amb funcions
fa(,k), de manera que obtinguem una corbs continguda a 2 , tal
que aparelli els punts de les trajectdries individuals ben
igual que le solucid del SLS. Per tal de poder fer aixd hem
utilitzat el formalisme multitemporal de la MRP, on cada tra-
jectdria estd parametritzada amb un pardmetre independent T,

Finalment, podem donar una interpretacid de la classifi-
cacid dels 1ligams d”un SLS en tipus A i B, que inicialment
podia semblar totalment artificial; els lligams de tipus A sbén
lligams entre les posicions i la direccid de les velocitats
del sistema (ja que sdn homogénis de grau zero en les kg), i
ens defineixen una subvarietat de (TMq)N sobre la qual les fﬁg
del SPI que busquem hi sbén determinades pel SLS. En canvi, els
lligams de tipus B ens donen les relacions entre els mdduls
de les velocitats (les cia}, que sdn necessdries perqué es man
tingui el adequat aparellament dels punts de .les diferents tra
jectdries, quan aquells punts evolucionen segons el SLS; per -
al SPI que busquem no ens donen res de nou.

Anem ara a treure conseqiidncies de la definicid de la pad-
gina 113.
Lema. Si la famflia de SLS (5.1.1) admet una extensid pre

dictiva, les funcions f_(A) venen donades per:
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’\ . ° ‘"“L
‘t M Yoo ? { . l
U‘ = e g - o»'/t'[/o\ (X 0, w'/\'[ﬂbl\“b) A x
’g—a ) W D{ AL p b Xeo 5N } (5.1.9)
Demostracid. Derivem (5.1.8) respecte de A:
. . v .
FL (o o325 10300 = £, (A) B (g o) 5 Fal) (5.1.10)

on nh significa derivada respecte A, @a derivada respecte T,
(en aquest cas fa(}x)), i £’ derivada respecte de A . Elevant
al quadrat i tenint en compte la propietat (2.2.8) de @’Z, ens

queda:

TR . 2 ( 2

"{’Q’J(a}, (ko‘xojA;EQt]le):" Wa {‘Fau‘}]] (5.1.11)
Com que f;(/\ Y>>0 i fa_(o)=o, integrant hom obté (5.1.9).

Teorema. Si la familia de SLS (5.1.1) admet una extensid

predictiva (5.1.4), les funcions 9}; d‘aquesta verifiquen:

_ PP
e (rbnf) = o Pfu{a‘i (i} o fna )+ €0 St b e i) § 5.1.12)

on (Xﬁ, n?c) ev ; o('l',..., Ay sbn unes funcions qualsevulla que
verifiquin (x{;, okcnPc)eU*(“ p) 3 el PaH‘_, gs el projector or-

togonal a la velocitat de la particula a

P M Ju ﬂﬁ“w

a vV = VI L L — .lol
s (5.1.13)
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i (5.1.12) val qualsevulla que siguin les funcions arbitraries

1..
i

Demostracid. Derivem dues vegades les equacions (5.1.8)

i prenguem A =0. Tenint en compte que AL§ €s la integral gene-

ral de (5.1.1) i @g la de (5.1.4) ens queda:

i { wa'ﬁi 2
oy (1o lug) + £ R T (3l ws) = Jya(")z—.pi———.qz + [T e (52) (5.1.10)

~Kan >cao\D)

_ v A _ by
on hem posat cooz(xbo,koo), ;Lo—g<mb)(coo). Perd de (5.1.9)
en podem deduir el valor de fé(o), f;'(o):

{ - . . Al
+a(0) = WQL (~ xcilo Xao/u) e

W _¢{ 2 Cp o p } o (5.1.15)
*Q(O\c—wa aly (0| wip) + €4 T4 (wo| we) TR )[h

Substituint a (5.1.14) obtenem:

2
M W o ~ ) " L
O = | ) B ol 40 et
o~ M I i&z iaop (5.1.16)
Pav =9y, - 7 .
oo xaof

i com que aixd ha d“ésser vdlid qualsevulle que siguin els va-
lors dels pardmetres My 1 per a qualsevol O)Oé-U*(mb), resulta
que Ilo pot ésser qualsevol element de U. Si a aquest clement
. VoA (< m—Llr_oP V2 LA
de U 1i diem (xg, t14), llavors oao—(xb,mc <_Xcoxco€ ) at)
/2

U G \ , .
i les quantitate m, ( kézicof p , que no es poden determi-
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nar en termes de (x, Y ), corresponen a les « ;3 qualsevol valor
’ - . ] v _ -1 .() Y2 A ¥
d’aquestes quantitats tal que (Xb,mC (—kcokco_e) n YeTU (mb)
podrd figurar, per tant, al segon membre de (5.1.16). A més,
(x,m )€U determina a quin U*(mb) estem, ja que T!%=m% ; Ti-
nalment, %zﬁp , expressat en termes de Tlg y (1la qual cosa é&s
possible perqué &s homogeni de grau zero en les %) cns dona

PaMQ . Per tant, queda demostrat el Teorema.

Corolari 1. Si la familia de SIS (5.1.1) admet una exten-

sibd predictiva, les C;:i sbén de la forma:
,U . - ( -l %)A V, v,. (
S (e lwe) = 6o (% (we) xa a i 5.1.17)

Demostracid. Es conseqlidncia de que el primer membre de

(5.1.14) no depén de quines siguin les funcions arbitrdries li;

per tant el coeficient de ZL.l al segon membre ha d‘&sser nul:

Al =0 Yo ¥¢ (5.1.18)

i com que P;L s el projector sobre el subespai de MLL generat

per Xg , hom dedueix (5.1.17).

Aquest Corolari ens diu que els Z;i han d’4sser combina-

4)1\

cions lineals dels N vectors de (TM segiients:

x4 0 o
° N
0 X5 o
I AL U A A (5.1.19)
0 o sl
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ja que (5.1.19) pot ésser escrit com:

g = e” G (e (un) (5.1.20)

0--0 X* 0--- o

Com que els ;&rsén vectors linealment independents, aixd sig-
nifica que rang( O_ai)zfé N.

El fet de que les funcions arbitrdries a ﬁg“ apareixin
sempre multiplicant a i;‘ és degut a que, per tal de que el
sistema sigui predictivitzable, siguin quines siguin les li .
la trajectoria individual a M* de cada una de les particules
ha d’ésser la mateixa (si no, unes condicions inicials no de-
terminarien 1“evolucid futura del sistema, i no seria possible,
per tant, la predictivitzacid del sistema). La 1llibertat de les
1; pot influir solament sobre &l ritme segons. el qual sbn re-
corregudes les trajectdries; correspondrd, per tant, a elegir
diferentes lleis hordries per a les particules. Aixd correspon
2 reparametritzacions globals A‘=f(A ) de totes les trajectd-
ries, les quals no modifiquen 1’aparellament dels puns de les
diferentes trajectdries a M4, tal com ja hem discutit a la pa-
gina 114,

Corolari 2., Si la famflia de SLS (5.1.1) admet una exten-

sid predictiva, 1llavors

3hhu géﬁﬁs ng 92$
(a«l }"—7 @0({ ) @dl ;—-‘_?@tx‘
roung ! ; ; ; :‘JB
u M M
® G gt S Ddordy 02 P2\ (5.1.21)
@(XN 17 '*an 4 gdu ! ! Q')Dm
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-2 Ve A .
on *§€;=aa Péﬂ,aa(xb, d011i \ﬂd) i hom calcula el rang a la

subvarietat de (TM4)N
(5.1.7).

Demostracib. Gracies al Corolari 1, la férmula (5.1.14)

definida per tots els lligams (5.1.6) i

es redueix a

POr el ol ” o (e oof = | |
®0s (xb,“c?‘ = o PO\\JO‘Q (xb ,0(6“( |nd) = 20)3(\‘,” Bdb) (5.1.22>
Perd el primer membre és independent dels diferents valors de

*.
X 5 Sempre que (X€,<xc*ng)é'U (ﬁﬂb). Els «, han de verificar

per tant les equacions (5.1.7)

4% (xé\,dcﬂfha) =0 wm=do+l, .. dp+dp (5.1.2%)

i per que el segon membre de (5.1.22) sigui independent de X g
hom ha de poder eliminar aquestes utilitzant solament (5.1.23).
Aixd vol dir que (5.1.22) depén Gnicament de combinacions fun-
cionals de les &, que sbn determinades per (5.1.23). Tenint
en compte la condicibd (4.2.7), aixd implica (5.1.21), que &s

alld que voliem demostrar.

A
A partir d“ara ditrem @};(X,T\ ) a la funcib E};(X,r{ §Ay)

després d“eliminar la seva dependéncia en les <Xb utilitzant

(5.1.23). Aquesta funcid ens donard 1l’acceleracid del sistema

predictiu buscat, perd no sobre tot (TM4)N sino solament sobre

la subvarietat U,
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Corolari 3. Si la familia de SIS (5.1.1) admet una ex-

tensid predictiva, la funcibd Gékx,rx) verifica

@ (A(x-R), /\ﬂ) = AH, 87 (em) (5.1.24)

per tot (x,Mm )€U i per tota transformacid de Poincaré (A ,A)
tal que (A (x-A),An)eU.

Demostracid. Es una conseqliéncia automdtica del teorema

que hem demostrat a la pdgina 116 i de que €92 verifica les

equacions (2.2.13-14) perqud (5.1.4) és un SPI.

Si el Lagrangid de partida és invariant per Poincaré,
no cal utilitzar el teorema de la padgina 116 per a provar el
Corolari 3, que &s conseq@iéncia de que els 4)m sbn escalars
Poincaré i ag es transforma com un quadrivector invariant per
translacions.

Resumint: si un SLS admet una extensid predictiva, 1%ac-
celeracid 9é:dfaquesta extensid estd determinada sobre 1a
subvarietat U de (TM4)N definida per els 1lligams de tipus A.
Per la seva part, els lligams de tipus B permeten d”eliminar
les X de les %;: , 0 sigui, els mdduls de les quadriveloci-
tats kﬁ, que no sbén fisiques en el sentit que depenen solament

de la particular parametritzacid A que hem pres per a descriu

re el SLS donat.
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5.2. Existéncia i unicitat de 1%extensid Predictiva.

A 1’apartat anterior hem definit el que és 1’extensid
Predictiva d“una familia de SLS donada, i hem tret algunes
conseqlidncies d’aquesta definicid. Volem estudiar ara sota
quines condicions existeix i es fnica 1”esmentada extensib
Predictiva.

Resumint 1”estudi fet a 1’apartat 5.1 podem enunciar el
seglient

Teorema. Si la familia de SIS (5.1.1) admet una exten-

sibd predictiva finica, es verifica:

D SR ) = 6 ek ) Ve (@ FEn)

ii) L) ¢dq+4_ /:;dDOQR__MQB 3 §£
© 4 ’F__}’EML ’ Qux,
Taug f { ! = AB
ww,) 2$&H D $dords D24
Yoy 27T Bay T Qay (5.2.1)

p ST
o %*R*K (Kbu)dcnc \T(A) ) Za(k/n/'o(!»:o(a yc\l)o‘a (kj,dcf‘lf \TTA)

2

PR - My Ta Tqu
V? L «Z
17}

iii) Per a qualsevol transformacib de Poincaré (A, A),
~ ~
M » v
a(A(X-R)7A“) - AH\) ®. LK(”)

~J
sempre que (x,n)eU i ( A(x-4),Ar) e U. 9); €s la funcib

272 de ii) on hem eliminat X, utilitzant els 1lligams B,
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A,
iv) Les dades de Oauchy"@g\Uzcég‘determinen una solucid

tnica de les equacions de Droz-Vincent.

Demostracib. i) &s el Corolari 1 de la pdgina 118; ii)
el Corolari 2 (pdgina 1319); iii) el Corolari 3 (pdgina 121);

iv) és conseqiidncia immediata de la hipdtesi.

Fins ara no hem utilitzat el fet que les CQQ d‘un SPI
han de verificar les equacions de Droz-Vincent (5.2.2); perd
hom no pot comprovar tal cosa directament per a la %§§, Jja
que estd definida solament sobre Ui:(TM4)N, sobre la qual les
variables (x,M ) no sbn independents. E1 que volem estudiar °
és si /ég &s compatible amb les equacions de Droz-Vincent i
si aquestes ?;2 determinen o no una solucid Gnica de lés es-

mentades equacions.

Les equacions de la predictivitat per a @V; sbn (2.3.4)

—C(q( ©c};\ =0
(5.2.2)
— 2 ?
.= o M
al nal (b xa'}l + @q\ B “qv/{

Es a dir, tenim N-1 equacions diferencials per a 1la @32. Es
raonable esperar que si tenim unes dades deCauchy sobre una
subvarietat de dimensid 8N-(N-1) (&s a dir, si dA=N—1) 1lla-
vors de (5.2.2) podriem afllar les N-1 derivades normals de
@}; (a sobre de U).

Siguin (bl"°"¢>N—l els N-1 1lligams de tipus A; podem
completar-los amb 7N+1 funcions (vegeu (G0.69) pdgina 74 )

de manera que les 8N funcions ¢>i siguin un sistema de coor-
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denades de (TM4)N (definit si més no a un entorn de U). En
termes d’aquestes coordenades, les equacions (5.2.2) s’es-

criuven:

(Hod,) —= + __ = )
q(‘b4) (bt{n t - -+(‘Wm &N-() ) ({>N_‘ ua‘ @0\
(5.2.3)
— N )
w“"_E%N(Hd$;)égﬁ

Exigint ara que la matriu (N-1)x(N-1) dels coeficients de
'b‘@i/‘b(?,l,...,@@f/aeﬁ“_‘ sigui diferent de zero, podrem cal-
cular sobre U les derivades de qualsevol ordre de ‘@g (res-
pecte de totes les cf>i i=1,...,8N). Llavors, suposant que
la sdrie de potdncies que aixi obtindriem per a 1la @}; sigui
convergent, les equacions (5.2.1) amb les dades de Cauchy
@};[U: /ég determinen una solucid analitica fnica.

Malauradament, el cardcter analitic de @g, i 1%existén
cia i unicitat de la solucid, donades unes dades de Cauchy,
sbn sovint incompatibles (vegeu (DS.63), vol. 2, pdgina 1632).
Es més, per a sistemes d”equacions semblants hom pot trobar
contraexemples: sistemes per als quals unes dades de Cauchy
adequades no determinen una fnica solucid.(Vegeu (DS.63), vol.
2, pdgines 1749 i seglients).

Per tant estudiarem la possible existéncia i unicitat de
@’; en el marc de la teoria de perturbacions. Es a dir, estu-

diarem en quins casos sbn aplicables els teoremes 1 i 2 de 1la

pdgina 39.
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E1l que csl veure és quan les dades de Cauchy que tenim
,j ~
Baiu ::‘Qﬁ
U = -[ (xm) e Ctrat)N | J?w (k,n):O/ \u:!,--.)o[p.—'{ (5.2.4)

sén del tipus (2.5.4)

M X
T R (T,) Ba = @X (5.2.5)

a'to

i verifiquen a més (2.5.7-8):

*
va't 9.-_::! =0

Dq‘ g:‘u == cgqlau (5.2.6)

Per aixd utilitzarem un conjunt de variables adequat; intro-

duirem els vectors hh o =1,...,N-1, ‘ﬂg (trobarcu a 1“Apén-

dix 5 les definicions de totes aquestes variables) i els es-
2 :

calars z_,, { , I1d€ y kKggvs T1_. Aquestes variables sén es-

pecialment adients degut a que

Pa = o (5.2.7)
i 1’opersador Ra(/\) suma A a z, 1 deixa igual la resta de va-
riables. Per a N=2, aquestes variables coincideixen amb les
bones variables per a un sistema de dues particules, introdui-
des al capitol 3 (pdgina 53 i Apéndix 2).
Egceriurem ara #’m m=1,...,dA il %’:, en termes d’aquestes

variables. Volem veure quan é&s possible aTllar les z_ en ter-
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mes de les altres variables a partir de les Cbm Considera-

rem per tant les matrius

Dﬁ{)u -5 Da~¢4>4 ) Do ‘bl ) -5 P ‘{31
| |

M% = ‘: ; : ' (5.2.8)
Di&o!a; ) Da-l&tlh ) DM(CE&Q ) T DN ‘@AH

Suposarem també que les acceleracicns %g depenen d“al-
guns pardmetres e; que donen compte de 1la interaccid entre les
N particules del sistema, que les @g sbdn desenvolupables en
série de poténcies dels esmentats parsémetres i que %g(ei=0)=0.

Podem enunciar ara els teoremes seglients:

Teorema 1. Si d.A=N—l i rangUM 5=N-1 per tot a, llavors
existeix una solucid dGnica de les equacions diferencials (5.2.2)
amb les condicions de contorn (5.2.4), en 1"hipdtesi de que %}‘a
sigui desenvolupable en série de potédncies de les e - Hom pot

calcular ‘9}; ordre per ordre aplicant la férmula (2.5.6):

Mk . b 804
@a .:'%0& + ?‘_;q‘ ggl}\ 1—\(( Rall (quu) ©q‘ ’éna“’ (502~9>

on les funcions ga' s’obtenan en afllar les z - @ partir ce

les equacions 4} m:O :

4:\»4(30\/26\' )fl" kr\) =0 = E G "La( (?o\')fl"k“)

(5.2.10)

§q‘ = -2, + /\l/a\ CZO\B f\qkn)

*
. }J ’ ’ Ny,\ . . y
i ®/, s’obté de @7 substituint z_. pér /\l/a' .
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Demostracid. RangUTT%fa=N—l vol dir que podem aIllar les

Z, - (a’#a) a partir de les N-1 equacions (bm=0 (5.2.10). Lla-
vors, ga' i @}; definides al enunciat del teorema verifiquen
(5.2.5) i podem aplicar els teoremes 1 i 2 de la pdgina 39,
segons els quals les equacions diferencials (5.2.2) amb les
condicions de contorn (5.2.4) sbn equivalents a les equacions
integro-funcionals (5.2.8) i a les condicions d’integrabili-

tat (2.5.5):

DL ) < 8
D ‘(@Cﬁ‘ 2 =D "
a ’Bnqup Da al ranalu

(5.2.11)

Perd la condicid QBZ(ei=O)=O implica que el sistema d’equa-
cions de Droz-Vincent é&s descomposable i completament inte-
grable (vegeu pdgina 43) i per tant (5.2.11) es verificard
automdticament com a conseqglidncia de (5.2.9).

Ia hipdtesi de que @}g &s desenvolupable en série de po-
t&ncies de les e; fa que (5.2.9) ens doni automdticament 1a
solucid fGnica, ordre per ordre. E1l cdlcul d’aquesta es redueix

, per (5.2.9);a quadratures.

Teorema 2. 8i 4,>N-1 i rangUTPT 5=N-1 per tot a, llavors
existeixen infinites solucions de (5.2.2) que satisfan les
condicions de contorn (5.2.4), en la hipdtesi de que @9g és
desenvolupable en sdrie de poténcies de les €.

Demostrecibd. Com que rangUiPﬂ a=N—l, hom pot aillar com

al teoreme 1, Za'=’%a'<zag h, p, k, n ). Ara be, 1”operador

J~2R8'<'§%')v on S;a'=~za'+/4é' , porta les funcions f(x,n )

sobre la subvarietat:
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‘\/: ={ (e m)e (TN |2, :4[@ (}a)\qf\(“)ﬁ

f
i U € V. Per tant, hi ha infinites funcions ‘B; definides

po
3 1&’8 i que coincideixen amb ‘92 sobre U. Cada una d’aques-
tes 562 determina una solucid de les equacions de Droz-Vincent
(vegeu el Teorema 1) i per tant hom pot construir infinites

solucions, que és el que voliem demostrar.

Teorema %. Si dA<:N—l, les equacions diferencials (5.2.1)
amb les condicions de contorn (5.2.4) no tenen cap solucié,
/\-/
excepte quant ng verifiqui

— .
T el =0 L=d .. €

/

(5.2.12)

- -
on Ti sbén les r combinacions independents dels camps H, ., tan-

gents a U (r>,N-l—dA).

—>
Demostracid. Els N-1 camps Ha' sdén coneguts sobre U, pe-

rd no seran en general tangents a U, Com que U ve definida per
-t

dA equacions i els camps Ha' sdén independents, podré construir
com minim N—l—dA combinacions tangents a U, les quals anome-

—
narem T,, i=1,...,r. Perd la solucid ®©M buscada verifics

P

- )) . . ‘PN» rd .
Hé,(ga=0, lo qual implica T&f@a=0 que €es el que voliem provar.

Resumint aquests tres teoremes, tenim:
Si d,=N-1 i rangy ™ ,=N-1, solucid fnica.
Si @,>N-1 i rangUIP@ ,=N-1, infinites solucions.

g - - N
En la resta de casos, 132 haurd de verificar algunes equacions
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tals com les del Teorema 3; sino, no hi ha solucid.

Després del que hem vist, podem enunciar un teorema que
&s la reciproca parcial del teorema de la pdgina 122 , i que
s 1z conclusid del present estudi sobre la existéncia i uni-
citat de la extensid predictiva d°un SLS.

Teorema. Si la famflia de SIS (5.1.1) verifica:
i) A . ) = . R v SRR
i) Sac O xlwy) = 65, e #lwy) &2 o, ¢ P

ii) 2 by s 264, 4dg =4
Yo ! T Doty , el 4
' | {

W, Y \ !
U¥(wy) 96{)&44‘ 9 *{Mmcﬁs 925
L LY

on 5’; &s definit a (5.2.1).

1ii) g({) (/\(x—ﬂ),/\n) :/\Mp %o\\)(h,ﬂ} Co, p
éu«(ﬂ(k—H//Aﬂ) = #. (=) X v

per a qualsevol transformacib de Poincard (A ,A).
iv) d,=N-1 1 rangUTPT o=N-1 per tot &
Tlavors la famflia de SIS donada admet una extensid predicti-
va finica, en la hipdtesi de que f%g és desenvolupable en s&-
rie de poténcies de les e,. Ia solucid ve donade per la fér-
mula (5.2.9).

Demostracid. L existéncia i unicitat de (Qg han estat
J

provades ja al teorema 1 de ls pdgina 126 . Cal veure ara que
aquesta solucib ‘%2 aixl construida verifica les propieta’s

(2.2.11) i (2.2.13-14) per é&sser 1%acceleracid d’un SPI:
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efna}, -0 (5.2.13)
@Y (AGx-8) An) = AH, 8a (x0)  F(AR) D (5.2.14)

A
on q) é€s el grup de Poincaré., Perd de 1 expressib de %}; i
Zpa (p8gina 122) hom veu que %gnap-_—o, ja que é); &s essen-
cialment (VL)"U+ T‘la’uﬁqp /ng)ag . Llavors, (5.2.13) &s conse-

gqliénciz immediata de (5.2.9)

A
@fﬁa}* T 2 gqt ggl}‘ 11 Ratl(‘\ga“')%::(a%;(gﬁﬂﬂaﬂ) (5+2:15)

al

en considerar aquesta expressid ordre per ordre.
¥
(5.2.14) 8s conseqiidncie de iii), que fa que @V; tingui
la propietat desitjada i del fet que G_. és un escalar Poin-

caré. Llavors (5.2.14) es dedueix automdticament de (5.2.9).

Hi pot haver families de SLS gques no verifiquin iv) i que
malgrat tot tinguin una extensid predictiva fGnica; aixd corres
pondria a casos on les ’ég verifiquin determinades relacions,
del tipus (5.2.12) del Teorema 3 (pdgina 128). Aquests casos
han d’&sser estudiats un per ua i no els tractarem aquil en ge-
neral,

Hi ha un ltim cas que no hem contemplat i &s el cas en
que d,=0. No hi ha 1ligams de tipus A. Llavors %§Z(X,TT) estd
definida ja sobre tot (TM4)N i ha de ser per tant 1%accelera-

o~
cié d°un SPI. En aquest cas, la Q}g ha de verificar les equa-

cions de Droz-Vincent, si no el SLS no seria predictivitzable.



-131-

Aquest &s el cas del Lagrangid singular (4.2.8) que des-
criu un sistema de N particules lliures. En aquest cas, a,=
=dB=0. No hi ha 1lligams de cap mena. A més, perd, a§=0 i les

§éﬂi verifiquen la condicib i). En aquest cas,

A - 2 v

95 (";“):Zﬁ ("‘fni"‘) = oo By %o (o am \n) =0 (5.2.16)
i &s clar que ‘€§=O defineix un SPI que correspon a N parti-
cules lliures.

Per acabar, donarem una interpretacid fisica del fet de
perqué amb N-1 1ligams tipus A les coses funcionen bé i 1%ex-
tensid predictiva existeix i és fGnica.

Sigui 5);(}{0’ L za) la integral general del SPI (5.1.4).
Substituint-la als N-1 1lligams de tipus A, obtenim N-1 equa-

cions en les Zj,..., Tyt

b8y, B o)) =0 et o

Donat un valor qualsevol de ?:l, aquestes equacions determi-
naran els valors de To,e.e, Ty s a dir, donat un punt de
la trajectdria de la particula 1, els lligams de tipus A ens
diuen quins sén els punts de les altres trajectdries apare-
llats amb ell. I per aixd ens calen exactament N-1 lligams

de tipus A.
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5.3. Predictivitzacib del model DGL.

El sistema Lagrangid singular de Dominici-Gomis-Longhi

s (4.3.10):
K0 = A Qada) VIO Py 25

Koo X 3.1
dm - B WO )

V’ indica derivada respecte de 1l argument xg; aquest SIS con-
té solament una funcid arbitrdria 1. Hi ha també dos lligams

(#.3.8), un de tipus A i 1’altre de tipus B:
Tipus 4 : (P,x)=0 h
Tipus B : (P,x)=0 L

a (5.3%.2)

Segons la notacid de (5.1.1) tenim:

Qﬁ = WQAQ(AN*Z)ngﬂ xH

)-l — .“ . =
O (5.5.3)
d’ = (_E,)“) ) 4’2:(2,*) 5 Jg -'-ng':/l_

Posarem

V(x") = %W (k"J s

on g és un pardmetre que dona compte del tipus d’interaccid

entre les particules (vegeu pdgina 126).
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Podem aplicar ara el Teorema de la pdgina 129.

Teorema. La famflia de SLS donada per (5.3.1) admet una
extensib predictiva Gnica, en la hipdtesi de que ?)g s de-
senvolupable en sé&rie de poténcies de g.

Demostracid. Solament ens cal veure que es verifiquin

les quatre condicions del Teorema de la pagina 129.

i) es verifica automdticament, amb o =1.

ii)
< M -2 v b
Za (k(ns 0(9) = O<0\ go\up G“O\ (K& /dcﬂf \ﬁol)

perd en la nostra notacid, Xa= da'ha/\/Ua , i

| VAV
T (o) = 2 (A&.Fam) 2 r

L T M4 ety ) T )

dO\ W wa' (50505>

Els 1lligams 4> poden expressarse com:

Ua

(k]ﬂa):‘o

‘{DA: (f‘x) =e”

C{Dz:(l?.;f) = "Ia{dq‘(%ﬁa +Hq(@\)~u,\(f\;—a@ +T\Qxﬁl—a)} =0 (5.3.6)

i veiem com d>2=0 determina el valor de «_./ «_ , preci-
sament la combinacid de o , i o - de la que depén j§€ﬁ
per tant la condicid ii) també es verifica.

"o
iii) @"g vindrd donade per tant per:

7/ V‘(.)C‘L)( T, ‘_lq(z'la+ Kd uo\nal ) 2
0, (x0) = 1+ = xM M .3,
(o Kn) V{a um + l_(q'[za\ ual _\.KW[ <T‘c\ +CX‘UA) uO- ) (5 5 7)

i per simple inspeccid de (5.3%.6-7) hom veu que es verifi

ca iii), ja que les expressions sbn covariants i depenen
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tan sols de la coordenada relativa X}J.
iv) Es clar que d,=N-1=1. Cal veure ara que Dacﬁl#O per a=1,

2. Un simple cdlcul, perd, ddna:

Do\éb&:"%:“\(“ova‘m +kml)—V‘(>°70‘W)éb:—ig@%ﬂ (5.3.8)

que no és zero sobre U.

L’acceleracib ‘B; del SPI buscat vindrd donada per
*
(5.2.9). Calculem primer Qﬁg i ?;a,. El 1ligam (P,x)=0, es-

crit en les bones variables (vegeu Apéndix 2), déna:

(ﬂa'ﬁq'm + K\ Uqt )Nio\_ (“aﬂa'@—;’ +Km) Tl Zgt =0 (5.3.9)

que defineix zg+ com funcid implicita de la resta de varia-

bles:

#A:O o 2t :’“('o\(%“) L‘z‘K/HE) (5.3.10)

¥
g»g serd per tant (a partir de (5.3.7) i escrivint-ho tot en

funcid de les bones variables):

Tﬁ V(O"z} 1+ T Tl Uy + & (U Ua

oF
O = —
Ua e g Ut 4 & (U U

(- dopp)

Ta

(5.3.11)

i a 17argument de V(Xg) cal subtituir x© per:

5 2
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Teorema., L acceleracib f@g de 1’extensid predictiva del

model DGL ce donada per:

Zal

v
no 3T g v 2%a k
ea = @0_ ,LL& J U {%OA gnnlp z:“l . u

(5.3.13)

Demostracid. L‘equacid (5.2.9) s’escriu en aquest cas com

) Y
H _ *)4 { (5] %@a
L gq‘god’\ Rat(4Sa) | B Qnatv (5.3.14)
on §;az=~zaa+,ALa. Fent el canvi de variable z_ -+ A T g7=u

hom obté sens dificultat (5.%.13).

Volem ara resoldre 1°equacid integral (5.3.13) mitjan-
cant desenvolupaments en sdrie de poténcies del pardmetre g
que hem introduit a (5.3.4).
o
Suposarem que les funcions 9};, @a’ ALa sdn desenvolu
pables en série de poténcies de g. Com que %’; &s un quadri

vector invariant Poincaré podrem escriure (vegeu Apéndix 2):

ey - U, Ol + Lag v (5:3515)

¥
i aixd mateix per a ‘9;& Suposant que és desenvolupable en g,

M % W = CYRNTIY i3
@a = MZ:J.@&’ g"" _ui:'i(p]a%ln 4 Q&al k‘q{ )%b\ (5.%.16)

*
i aixd mateix perza‘@g. Anem a veure si é&s possible posar
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Vo= Z Ay g (5.3.17)

L’equacid de U, (5.3.9), es pot escriure, aillant W, com

A z
-\ . 3
%/\1(% - :—2) W = (Koo )2o + 2K 1o ) 2a by = () A, - (5.3.18)

i a W hem de substituir x° per (5.3.12). Es clar que 1’ordre
zero de ALa ve determinat per 1”anulacid del segon membre de

(5.%.18), 1la qual cosa ens dbna:

‘) K+n1
= — 2
o~ e o (5.3.19)

on hem triat la solucid de 1’equacid de segon grau de manera
gue coincideixi amb el valor de Z donat per (5.3.9) en el
cas de que g=0. Substituint el desenvolupament (5.3.17) a
(5.3.12) obtenim:

2 2 oo (n "
= %a + Z B9 (5.3.20)
2 Y K4n
ka o
%o = b+ 7_(4 zo (5.3.21)
K4 T K+t

i per tal de poder calcular els diferents termes de (5.3.17)
a partir de (5.%.18) cal suposar que W(xg) &s desenvolupable
en sdrie de poténcies al voltant dels punts Xg (a=1,2). Lla-

W)
vors és fdcil d’obtenir 1’expressid de 4/ que trobareu a
(W)
1°Apéndix 6, juntament amb 17 expressibd de S . Donerem aqui
“)

el valor de at
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W AierE)z

* T 2rEng (kérg)?

W(xZ) (5.%.22)
i?a’ aixi com el desenvolupament de V(xg) al voltant de %g
els podeu trobar a 1“Apéndix 6.

En voler resoldre (5.3.13) desenvolupant en série de po-
téncies de g, ens trobem amb la dificultat que el 1limit infe-
rior depén de g. Per a resoldre-ho utilitzarem el Lema seglient.

Lema. Sigui f(x):fﬁ h(x,y)dy i suposem que f, h,« sén
o (%)

desenvolupables en poténcies de x. Llavors,

Wn-w)

(w) B W " ek 8 ™
: 1l [ (w,) (W)
*:gu P«(yjc{\( =7 2 —(——"“__ J a(-,-:o(r
P WA W -tw_m?lo 9\(? ‘ =%
oA W= Y (5.3.23)
wizA
*(‘K]:':Z ‘} x" s x(x)= 2 « ?'EM > 'f\Lkr\f):hZ 3\[‘{]7(
ce wuss =0

Demostracid. Sigui H(x,y) una primitiva de h(x,y); &s a

dir, QH(x,y)/?2y=h(x,y). Llavors,
b0 = #(x8) - MO m09) = HOs ) -H (6,5 -
> 4 [2TH “{NI‘M)? B &
W-w)

. P17 wi (W
oz afE) e 2)
I waz| u‘i"“*“‘[izw P! 'bYP y =

wez A

-

SMS

d6n es dedueix sense dificultat (5.3.23).



-1%8~

Teorema. Si V(x2) és desenvolupable en série de potén-
cies al voltant dels punts %g, a=1,2 i si la solucib ‘Bg de
(5.3.13) és desenvolupable en sdrie de poténcies de g, 1lla-
vors els coeficients del desenvolupament de 92 poden ésser

calculats per iteracid a partir de la fdérmula:

my €, any &w) Uﬂ (we)
(aa:%o-*‘[to, Ao dzg = 'Z = _mﬁ( ) (o 'a A, (5.3.24)

o~ wf?"{- 0

on hem utilitzat els desenvolupaments (5.3.16-17) i hem posat

v '}%5 et “"’}.1 v\
W = L (5.3.25)

Demostracid. La férmula (5.3.24) &s conseqiidncia immedia

ta del Lema anterior i del que hem discutit abans sobre el de

senvolupament de V(xg). Comprovem ara que al segon membre de
{a)

(5.3.24) apareixen solament @P amb m<n. Hom pot veure aixd
Qay
fdcilment a partir de les fdrmules que ens donen GEH en ter
w)  (wy
mes de a_, 1~ (vegeu Apéndix 6).

La integral de (5.%.24) apareix a partir de n=2, i el

doble sumatori a partir de n=5. Per aplicar el Teorema, so-
»

lament queda per fer el desenvolupament de @2:(5.5.11) en

poténcies de g. Al primer ordre hom obté:

Ly k+ta )
By = (/l * -;\——)W U(\ozx)

Har
) 7 T
K4y, kTl | Za K (5:%.26)
an: - ,1(14* 1)—1 wh(s2)
Kt Kt / T
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&2 w)

X ¥
Hom pot trobar f?g, aixl com 1’expresid de ?52, a 1”apéndix

6. W<k)(§§) s la derivada k-&sima de la funcid W respecte

del seu argument xg, calculada per x2=§§. Com que a primer

W) “)
ordre 1’integrand &s nul, ©%= @g, i tenim:

2 o
) KATla K+t
a = 3(A+ i ,L) l(?}‘{"za\/\“'* ni =2 X.‘(f:} +O(32/

K4 Ty Ky T (5.3.27)
A partir de 1’expressib (2.2.19)
N R SN C“‘B s
Q’O\ (\(ILJ’(""\) = Wg (‘( Uq )g‘s—Uabus %a (b(ﬂ}
~
f - -+ 0Dl
amb x{:(o/?;) L “C{XZWO\Q.—WD\Z) (L,U'a\) (5.3.28)

podem obtenir les triacceleracions per a un obssarvador iner-
cial qualsevol, en termes de posicions i velocitats simulta-

. i . .
nies. Desenvolupant aquestes ag en poténcies de 1/c obtenim,

modul 1/05:

2
—> WA '\"(Hq' M —
Ba = g W'(*z/g Voo v+
g W “
wa (wot=Wa| &t Waﬁ_@)“’wa‘@@') 5 } +
(WQTWU()Z 2c* > Wm*‘“q‘ c*
W g f | [f=~n 2 W \2, (2 | >
+9,4 —=—— W“\:‘)—.&{quv) '( 0\) <F) }‘_ (5.3.29)
Mg g ! c Wiy !
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— = =3 — > —

On hem posat T=X)~X5, V=Vy-V,. Aqui a diferéncia de (5.3%.27)
apareix la derivada segona de W perqué en desenvolupar xg en

poténcies de 1/c queda:

2
T I - > 2‘_ Whoe a2} 4

U-lo\‘l'mo\,'

i el terme en l/c2 apareix a W*’.

5.4. Aplicacions: oscil.lador harmdnic i Kepler.

I. MASSES IGUALS.

Donarem els resultats per al cas de masses iguals per-
qué inicialment aquest sistema estava relacionat amb un model
d’interaccid entre quarks.

Per f = ,=1 (5.3.9) ens dbna ﬁLa=Z i per tant,

a

(o) (n)

A=t ~,=0  Yuso (5.4.1)
(5.3.12) ens dbna també sobre U,

g4 2 A 7
X = /)(\a = \q + Z(K—T\l)?a_ (5.4.2)

que no depén de g. Finalment, (5.3.11) es redueix a:

Uﬂ) (A‘z,
* W(x
ol = zw'(%‘})( :

n-4
) (g, W'~ 'i‘_z %5 ) (5.5.3)
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i 1’expressid recurrent (5.%.24) ens dbna

(W) (w) 2ol

X
@f:%j\‘JrI
2

)

A
Zioa dza (5.4.4)

Les expressions per n=2 es poden trobar a 1°Apdndix 6.
IT. APROXIMACIO NEWTONIANA I DETERMINACIO DE V(Xg).
Ara calcularem 1’aproximacid newtoniana del Lagrangiad

singular de partida (4.3.1)

L=-e2c \/(wzc"—v(kz))( -{—5) (5.4.5)

on hem elegit com a pardmetre A el temps t de 1%observador

d’indrcia que considerem. Hem posat xi=xg=t i per tant x°=

:f§i—§é|2=rg. Suposant que v§<<62 i que V(rg)rv vg, tenim:

_ P e 4(_)_ L) (\_ (5.4.6)
{3 = -(uuﬁw—,,)(, + ¢ Zw\aU’a + -{ w4+w2 V(k’") +0 o

Si introduim la massa reduilda f4=mlm2/M , on M=mj+m, ,

i si Vclés(rg) és el potencial cldssic del probleme, tenim:

V(c¥) =-2p Vg (<) (5.4.7)

Aix{, si volem estudiar un model relativista de 1°oscil.la-

dor harmdénic hem de posar

V(st :—Z/«( jt(f\\j':—/ukr :-—},[Zu;? s (5.4.8)
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on hem introduft la freqiidncia cldssica ¢»2=kéu del sistema.
Si volem estudiar un model relativista de 1la interaccid

gravitatdria a 1°espai de Minkowski, hem de posar

V(¥ = -2 (—ﬁ) LA (5.4.9)
Ay

on G és la constant de la gravitacib.

Es clar que en rigor (5.4.7) no determina el V(Xg) bus-
cat, sino solament el terme d‘ordre zero de V(x%) en un de-
senvolupament en poténcies de 1/02. Ens quedarem amb (5.4.7)

per simplicitat.

ITI. OSCIL.LADOR HARMONIC,

A partir de (5.4.8), prenem

%:cgz ) w/(gz):;_ﬁfxl (5.4.10)

i (5.3.27), (5.3.29) donen, utilitzant que W'(X2)=—/12:

27 1.7 T k4
o n K+t P Kt Z M
oM - - ‘Z(Mw M V- — = £ )+O@W (5.4.11)
R ST AN T
6, = -1 “}}A( R Gl UQ)V—? +
o a WAo c Qwaw.eal)l 2c?
Gy &
+ ot I'('vtqud‘a-rwat q|)]? (5-4-12>

El terme d‘ordre zero de (5.4.12) reprodueix la forga
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. ~ .
cldssica mé§é=—k(§;—xa,) i la resta de termes sbén les correc
cions relativistes que dbna el model considerat.

Per al cas de masses iguals (11l= o= 1 ml=m2=m) les

férmules queden més simplificades i obtenim:

o) =~fzwz<“ta(«”- = :f) + o(w")

W

A1
-+ ; | 2 Uf) * (5 3)

98 €s en aquest cas facil de calcular i el resultat &s:

A
EON— n’L(lf + 'z(K-n“)‘eE) + % ! (?c\—%c\‘)z
W I (2 - ; W (2a-24)
_ 2 4 2 a A
Qoot = g<i,1+2(((ﬂ)gq)20\ + g {——Kﬂf -
/(3 = Kz, 2 =\
-$ed) - e ) | (5.4.18)
IV. POTENCIAL DE TIPUS KEPLER.
Considerem ara (vegeu (5.4.9)):
ra
T, M, Ay,
q= 6, W)z ——=(x*) (5.4.15)
.ﬂ(*ﬂl

Les triacceleracions que s’obtenen a partir de (5.3.29)

son:.
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- & |,L_“-'3 “*o\(“"a"“‘ﬂ.) i E 4
Ga = 71 e et 2AM T 3

wol - G ¢
o fv.(mq'@,remmq;)]% * OK—;) + O(;ﬁ) (5.4.16)

E1l terme d‘ordre zero ens ddna la llei de la gravitacid uni-
N a a_==G - -
versal de la mecdnica Newtoniana m_a_ mama;(xa Xa')/lxa XaJ
La resta de termes sdn correccions relativistes. Aquest re-
sultat es pot comparar amb les acceleracions que s’obtenen a

partir del Lagrangid de Einstein, Infeld i Hoffmann (vegeu

(MT.73), pdgina 1093) derivat en el marc de la Relativitat

General:
EITH 2 s —
— Ma 2] ¢ Bl €
= = ] — — p— —
X a = = Y, Gy {4’ ot x ct }\:5 I A 2 (‘_'%t') S +

Gug'

e iq(pgi)_aG%adtgz ¥ D(£a>'+C>(§E) (5.4.17)

Encara que la forma general dels termes de (5.4.17) &s sem-
blant a la de (5.4.16) els resultats sbén diferents. Aixd no

és d’extranyar perqué teories diferentes poden tenir el mateix
1imit newtonid. Per altra part, (5.4.16) ha estat obtingut
prenent la forma més senzilla possible de V(x2). Si ens cal-

culem el corriment del periheli donat per (5.4.16) obtenim
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que &s zero a 1’ordre considerat. Aixd coincideix amb el re-
sultat obtingut per Dominici, Gomis i Longhi utilitzant el
model SLS discutit aqui, si be ells han utilitzat técniques
diferentes (DG.80). Per acabar &s clar que aquest model -si
més no en la seva forma actual (5.4.16)- no &s una bona apro-
ximacid per al problema de Kepler relativiste.

En canvi, les expressions per a 1°oscil.lador harmdnic
amb masses iguals sbn senzilles, i aixd permetrd d’aplicar-
ho a un model d’interaccid entre quarks, una vegada haguem

quantificat el model predictiu que tenim.
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6. CONCLUSIONS I PERSPECTIVES.

6.1. Electrodinamica Predictiva.

Potser 178xit més important de la mecdnica relativista
predictiva hagi estat la incorporacid de la teoria de la inte
raccid electromagnética dins del seu esquema. Com ja hem pro-
vat al capitol 3, la teoria cldssica del camp electromagnétic
ens dbna unes condicions de contorn que determinen una solu-
cid Gnica de les equacions de la predictivitat, la qual cosa
permet d”obtenir una dindmica finita (amb un nombre finit de
graus de llibertat) i predictiva (posicions i velocitats ini-
cials determinen 1”“evolucid del sistema) per a un sistema de
particules en interaccid electromagnética.

Recentment (IMg79) ha estat demostrat que 1°electrodind-
mica predictiva pot donar compte també de la radiacid, malgrat
que no inclou els camps (la interaccid é&s a distdncia, no me-
diatitzada per camps). La radiacid cal interpretar-la en 1’ es-
perit de la teoria de 1’absorbent de Wheeler i Feynman (WF.49):
el sistema cedeix energia, impuls i moment angular a 1 univers.
En una interpretacid cldssica, aquestes quantitats serien 17e-
nergia, impuls i moment angular de la radiacid emesa.

En aquest treball hem continuat en aquesta 1linia i hem
calculat fins a ordre quatre les coordenades i moments de Ha-
milton-Jacobi, aixl com el quadrimoment lineal i el tensor mo
ment angular del sistema. Hem obtingut aixi els seglients re-
sultats nous:

- Fins a ordre quatre, el sistema no radia energia ni im

puls; si radia, en canvi, moment angular.
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- La seccib eficag de difusib, tant al sistema labora=-
tori com al sistema del centre de masses. Hem calculat també
la primera correccid d‘ordre superior. Aquesta seccid eficac
coincideix amb la cldssica de Rutherford, amb la férmula de
Mott i amb els resultats de 1°electrodindmica quidntica per
particules sense spin. Alguns d“aquests resultats han estat
publicats i els trobareu a (LM, 79).

També hem pogut provar que les triacceleracions predic-
tives coincideixen amb les que hom obté desenvolupant formal
ment els potencials retardats cldssics en potédncies de 1/c i
e2,(d’una manera semblant a com hom obté el Lagrangid de Dar-

win; vegeu 1“Apdndix 3).

6.2. Predictivitzacibd d‘un SIS.

En el marc de les tegries d“accid a distdncia, aquests
darrers anys han aparegut diversos treballs sobre Lagrangians
singulars. Aquestes teories pateixen d“una dificultat a nivell
tedric, malgrat llurs bones propietats; es tracta de que privi
legien un observador d“inércia particular, respecte del qual
la interaccid s’expressa d“una manera molt més senzilla que
per a la resta d’observadors inercials.

En el present treball hem demostrat com, sota condicions
molt generals, aquestes teories poden ésser predictivitzades,
eliminant aixi 1°esmentada dificultat. Aixd ha permés una mi-
llor comprensid del paper que juguen, a les teories lagrangia
nas singulars els diferents tipus de lligams que hi apareixen.

Finalment, hem aplicat aquest resultat al model de Domi-
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nici-Gomis-Longhi, trobant les acceleracions del sistema pre
dictiu corresponent en el cas general, i particularitzant-les
per a 1’oscil.lador harmdnic i per al problema de Kepler. A-
quests resultats han estat acceptats per ésser publicats als
"Annales de 1’institut Henri Poincaré" (vegeu (IM.80)).

El model de Kepler relativista aixi! obtingut no coinci-
deix amb les acceleracions que es dedueixen de la Teoria Gene
ral de la Relativitat (Lagrangid de Einstein-Infeld-Hoffmann).
En canvi, el model d“oscil.lador relativista obtingut és sen-
zill, i aixd permetrd d“aplicar-lo fdcilment a un model 4‘in-
teracci entre quarks (de fet, aquest &s 1 interés de desen-

volupar una teoria relativista de 1°oscil.lador harmdnic).

6.3. Perspectives.

Aquest treball s’enmarca dins el programa de construccid
d’una dindmica relativista de sistemes de N particules. Les
aplicacions i possible verificacib experimental vindran una
vegada estigui quantificada la mecdnica predictiva. Aquesta
serd per tant la continuacid d“aquest treball.

L’interés d’estudiar aquestes teories d“accid a distdncia
rau en que pensem que bona part de les dificultats de la teo-
ria qudntica dels camps (eliminacid d“estats de norma negativa,
impossibilitat de tractar estats lligats, renormalitzacib, di-
ficultats amb 1°operador de posicib) tenen un origen relativis
ta i no quéntic; sbén les servituts que cal pagar pel fet de no
tenir una dindmica de sistemes de N particules ben desenvolu-

pada a nivell clédssic.
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APENDIX 1.
Notacid.

Els indexs a, b, ¢,... faran referdncia sempre a la par-
. . -+ .
ticula que estiguem considerant: Vo velocitat de la particu-
la a. Una prima a un Index, a” , vol dir que a’ &s diferent

LK 4

de a; a”” vol dir diferent de a” , perd pot ésser igual a a.
M&trica. Considerem 1°espai de Minkowsky M4 dotat de 1la
métrica (-+++)= WM . Els indexs 1,2,5 seran els Indexs d'es
pai i els denotarem per i,j,k,... L°Index ¢ fard referédncia
al temps. Els quatre indexs es denotardn amb Parsd ...
Utilitzarem el conveni de suma d‘indexs repetits: sempre
que dos Indexs, un covariant i 1“altra contravariant, estiguin
repetits, la suma respecte d“aquest index es dbna per sobreen-
tesa. Aixd val també per als indexs de particules a,b,C,...;
aquestos Indexs podrem pujar-los o baixar-los sens modificar
cap signe.
¢ %=+1, indicard suma respecte de 1’{ndex a. 5’; R ‘Sab
sén la delta de Kronecker (+1 si els fndexs sén iguals, O si

no ho sbén). éljk €s el tensor totalment antisimdtric de Levi-

Civité:e;125=+l . G}Jpr €s el mateix en quatre dimensions:
e 0125=+l O

Suposarem que c=1 i solament 1introduirem explicitament
per posar de manifers la dependéncia en ¢ de les expressions
o per fer desenvolupaments en 1/c.

Si rﬁg és el quadriimpuls de la particula a escriurem

sempre

(A.1.1)
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ja que, amb la métrica que utilitzem, -ﬂéfﬂqu> 0. En canvi,

per a les posicions,

K
Xa = XQ! ¥a p (A.1.2)

En qualsevol cas, el producte escalar de dos vectors es repre

sentarda com

(x,y)=x}V (&8..5)

Ty
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APENDIX 2.

Variables per sistemes de dues particules. Propietats.

Per a dues particules, la invaridncia Poincaré fa que
. . a .
haguem de considerar solament les variables xM =& ”(axaﬂ i

n’;. Amb aquestes podem construir 6 escalars i 4 vectors:

2
K;;JJ;()A _,Tta—““o‘:y“afa
M ; —
(Xr“m): X ﬂaﬂ 5 (T(m,“u‘J = g ﬂa\).al (A.2.1)

d

M A A

Busquem ara escalars i vectors solucid de Daf=0. 1‘(};, nH ja

ho verifiquen. Busquem a partir de x# un quadrivector d‘aques

tos:

Jju

L™ = xp-qazauﬁ + Yo Ba ﬂ;ﬁ‘ (A.2.2)
Dah)"l =0 implica Dazb= Sab' Com que Da(X,ﬂa)=—V{aT{§ %

Da(x, rra:)= V{a(ﬂa, ﬂa,), podem agafar per a z, la solucib

particular seglient:

za:qa(\_i{ﬂ; (rTa -“\("C“G')} (A.2.3)

2 .2 2.2
K:“(Waiﬁal) 3 N =k = Mq Mar

Amb aixd ho tenim ja tot; prendrem els sis escalars seglients:

= 2

2
Za, 2o, W, K, Tq Ty (A.2.4)
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dels quals els 5 ltims satisfan D_f=0.
Tenim també quatre vectors h}‘, TV%, nM que satisfan
Daff'=0. Perd prendrem un altra base de vectors. La quadri-

acceleracid sempre es pot escriure com:

M
@o}f = V(c\%l" ‘(’gao\“gf + bog! “a}f +C0\‘AM (4.2.5)

caéO 4=p <@}; és invariant per paritat, doncs nM &s un vec-
tor axial. La condicibd <@§‘na}J=O ens dbna (utilitzant que
) -0) -

K
-9ao‘“;"hon\K =0 » Jgo\a‘ ';"‘-;(—' lﬂ&at

4
a

Per tant introduirem els vectors

2 'Fq“au .
kﬁ :Tux“f K“a = ”a{% vt = — %“m (A.2.6)

El t;ﬁ no é&s més que la part de ‘ng, ortogonal a nﬁ (excepte

un coeficient). En termes dels vectors hM, téﬂ nM ens queda:

e = Yola 4 Qe 18+ can (4.2.7)

Tenim aixi com a base de vectors:

Kol g A
W, A p Kai ;v (4.2.8)

2

Interpretacid de h/J, h™, z_. Hem obtingut hM a partir

de xM traslladant els punts Xg, th unes quantitats z, 1 z4-

al llarg de les tangents a les trajectdries, a fi d”obtenir
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un vector h ¥ ortogonal a ﬂg -} ﬂéﬁ . En altres paraules, h2

serd la "distdncia" entre les dues tangents, és & dir, quel-

com semblant al pardmetre d”impacte.

Com que hf‘rta =0, obtenim (posant'¢;='ﬁ;/r1g):

)J.

o i v -
L. = la,lj"t :'A,U’z

(A.2.9)
d*on deduim h°>0 ja que |¥,|<1. Si fem t,=t, a un sistema
de referdncia inercial qualsevol, tindrem x/* =(0,T); intro-

. - > B | P > —
duint V=V =V, 1 W=V, AV,, ens queda:

"L - — i —_ - )b
Lﬂ:-?Z;;(‘Y{EMH}UA&Awy4rMhH)
2+ | Eaml®- (Bl 5 — (A.2.10)
h = >0 (L:o'¢$ v W Rk
At t

En els sistemes on'ﬁil{?é (4=b W=0 ) h &s el pardmetre d’im
pacte. E1 canvi de coordenades {:xg, T?%, k, (x11a)} =

2 2 , . - —
{ h™, Ty k, Zg } és singular quan A =0 ( =D v1=v2); aquest
cas correspon al moviment unidimensional i cal resoldre’l di-

rectament en les altres variables.

Les férmules del canvi de variables sén:
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hz = x - A'I{nz( (xva) "+ 2a (k) = 2K (0ta) (x tat) ‘5 =

_ 2 2
= X2+ Mg e 4 O 28— 2K 2 Bl

al

24 = Ya /\"‘{ T (<Tta) = k(waﬂ

W= xMe A"h&; (x\nq)rk(bna!)jﬁg*’ fmi(wc.*)—la(tahm)“j“a’.4 } = (A.2.11)
= x M- g zand + g, 2at T

Ji 2
ko = Tt Réu -k T(q)?
i del canvi invers,
2 T 1 s z )
X = b~ g 2o ~ Qat 2qc + 2K ZaZa

(<) = t/,o\(l«‘eq( - g 20\)

M= P ««(Q/\"Z{(k%q\—n:zo\)tf—— (kza- e 1L } = (4.2.12)
= W ] (o) 18+ Coma) £
vl = -NT (na s+ e 1l
Productes escalars:

XM Xy = x© ; XNT(O\/J‘:(kY(“) = t/(o\(k%‘{(- uﬁzo\)
x* l«/d =Wy KA ta}‘ = vlql\zzc\: g (xTa)— K (erq)
ngmﬂ:qﬁ; mf%w:oh vi W= 0
e N (A 0l b= A7 he2e12)

ol fypzo kqﬂraﬂzﬁazazg tfﬁg,,vk/@
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Introdufm els operadors diferencials

- R VIR S’ _g# 9
a O op ] Na"’fql" drep j Qu = i Y (A.2.14)

que sobre les variables que considerem actuen aixi:

Dud K (xa] (emad, & g} =124, Cema) yMaTa,~ 7K, 0,0 |
DA{2Q'Z¢‘, L‘zxk ) Tllz ll :% 4, 0,8,9,8 ]]
Dadn® W& W) 1Y = {uand, ©,0,0)

Nala?, tera), (krat), K, mE §={0,4,45,0,00)
(4.2.15)

s I
No.{?c\}qu}h‘ler‘x/ﬂ;}:{“u(lﬂ Bl K ?]

No b, U2 12} {0,400, -2 - ™ R, v §
Ralx’, (xma),lxra), K, 0l = {o,-y, 0%, Of-Ail o)
Qﬁazquﬁtflfgl(z“; [ = jlk%"‘;”"-fz"“/or_'\z) 0}
Ra {x¥ mf v, W, xf xlY =10 fl 0,0 ~ KL vl 44 -zetd
Pel que fa referdncia a les propietats de la nM tenim:
"= eTuup k"w:\nf = -(¢ eoup I TP

(o W R buy = f0,000) 5 whe,= W
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{Da/ Nalo\ak‘/\ﬂ'—'—"{o;"za"\p) *KV\)J} (A.2.16)

Es Gtil introduir tambéd

A A
VA::(A zm-kna,ﬁ) = ( n;+(xnw)z) ” (A.2.17)

amb les propietats seglients:
A 20 l«‘z A%c\
{Dq/ D“‘/ Na 'N“(/ QO(QO“ t‘(’o\ - {-Fo\- © O/ —\:;(K%Q WQ(%“) (WQ‘ %!~ k%q)

2
AZ(K?q+era)-+nZn3 (kvh‘keﬂ.za) ; €=+ (A.2.18)

Una altra propietat important és

A ( o) =
24 :‘;% K2q+egj &= X =—-qqélxw (A.2.19)
a

Demostracib. X°=-¢7ae~ril = x2=0. Afllant Z, e de 17e-

quacibd de segon grau ens queda:

)
Z = — (\«zatrq)
at

1 per decidir el signe calculemn:

k%q R o

ja que {x vq.‘> [x]- [nqcl P ]?ﬁpml , que &s el que vo-

liem demostrar.
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APENDIX 3%,

Acceleracions cldssiques per a la interaccid electromagndtica.

A partir de les expressions del potencial retardat, i fent
desenvolupaments en série de poténcies de 1/c obtindrem, per
un métode totalment semblant al que hom utilitza per obtenir
el Lagrangid de Darwin, els camps eléctrics i magnétics que ac
tuen sobre una particula deguts a les N-1 restants del sistema.

El potencial vector és:

i
e
—o
—
'-’.
|
1
—
Q.
<

$(¢,%)

ﬁ’(tf)

(i Ep( _E. 29 dyt (4.3.1)

44' -] - b -
on R=|x—x . Desenvolupant en série de poténcies de 1/c,

1o e . 3’
$(t ¥) = Sﬂ v—-— [fav 3 g‘[ R V——-G?.a—- (R fd\( L

= ATRRS I b2 [= ! (A.3.2)
n(t,x)-c[ﬁav 1'5{[1&“—--

Per calcular (4>;E’) creats per una particula 2 que segueix

una trajectéria'ﬁg(t), posarem
plt ®) = ea §(R-X,0)
TER) = ea B § (R-Ra (1)) (4.3.3)

Els camps elédctric i magndtic es calculen a partir de

E":-ﬁép—‘—-ﬁ - B = VAR (A.3.4)
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E1l resultat, fins 1‘ordre 1/c> &s:

A = >

2t R 22R?
A . (A.3.5)
-\ _ €, '\A/\U_a L
E(t(") e R + o(cz)

= 5

-~
on n=R/R, R:xa—§: R=\§1,’§;=d§;/dt; hem calculat B fins 1°or-
dre 1/c2 ja que estid multiplicat per 1/c a (4.3.6).

. . -
L’equacid del moviment d“una cdrrega e al punt x &s:

—{w&?):€(E{+§A€) (A.3.6)

v e 2 L sleE
\Md_*t’z _K_l[E +5AB—Z;UMEH (4.3.7)

ﬁ ' \//\\ )f?l//\\ BPA / 2 ? —p/\)}/\
mi— = ped-= + - - o= 3W,0) 4 R (Gu)[u +
e“< R® 278 2R z&R{ " 308) "

- + +

- A PP A\ ° A e o 8
R kfm‘q) " O &) Ba (u“ﬁ)b’ 2 Aq o A (4.5.8)
IR CIR? 2 RY 33 <+ -

C.

Per a N particules en interaccid electromagndtica (m,, e

a=l,...,N) hom obté fadcilment:

&Uc\ V\c\q A ’JZ Oaa [ .g ) RQ o ):( o‘dq‘
et — + —1- + 3 & &y -
"eae o Ran &{ 202, 2R el 2R
. (A.3.9)
- o =
ﬁ(k&lY(;() aq(+(,(—.f; V‘aa) (b‘a V\ﬂa) } . 2 &a N O(L)
RM‘ Roq( Ka&f 3 C3 CH

a’?
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A -
R _.=|x-X .|, 40, .-&- R_» . A i
on R _.=|X,~X o[, O ,-=(X;-x,+)/R_ o questes N equacions,

no sbén equacions diferencials ordindries de segon ordre, ja
que als segons membres hi apareixen les acceleracions i les
seves derivades. Perd com que aquestes van multiplicades per
€,857 » podem fer un desenvolupament de les a, en série de po
t8ncies de les cdrregues (i amb aixd tindrem un desenvolupa-
ment doble, en 1/c i en eaea’)’ la qual cosa dbéna, fins 1°or-
dre considerat abans:

—+ | &6 ﬁo \ (auq‘ *U'a 2 - “ﬂﬂ
Qa = éa 2 ?. + [lral == —Z(I—I‘;ﬁqf)"g(“aql )5‘31] ] ==
W Rcml c Rm 2R aql
i & EqM A X
= [M'. + (R0 4, Q t 7
Zuuqa R o Rdfqlt aat ( ot aa) % ]
+ a" Zeq‘eau [__p
Bug Ry ® | e 73 CoarlBia o) T+ b (43,10

P

-+ 2 a "
on hem posat Vg o= Vg=Vg® § finalment, per a dues particules i

amb la notacid de la pdgina 62 hom obté:

> Gl & NG - (%) > Cata®iR)
Qp=—m— ¢ + 2(}% al) -3 X — —————=y ™%
Uag ©2 2w, > o WMot g3
7.7 -9 T oy
Ep € ¥ 2y, € Gl (Ao
Yo €a €q _. “Ma CJK'3 (A_J?——g ____L_l)+ L (AB.11)
mowut"'fcz 3oy € x> o

que coincideix amb la férmula (3.2.29) excepte en 1°iltim ter
me d’aquella, que prové del terme de Dirac (3.1.14) i que no

hem tingut en compte en aquest Apéndix.
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APENDIX 4,

Quadrivector de Pauli-Lubanski.

Es defineix com (%3.3.%):

\N}'l = ‘i‘ ézupkf QQUA{)

27 (A.4.1)

on P:(—Pf‘gM )1/2. Tenint en compte (%3.3.1) i (3.%.11),

PP= et + iy (amoal] Wt €t gty ) 1L (A.4.2)

es dedueix que

g 2
2 2 2A b

- 20 alk z _
? ..Tl*{l n;ee}.}qg___i(ma_w)

A
- T% [e“ H;C}’aa‘  Polal )1" 2 K&'ﬂa“‘}’&‘o.) ((ann'l'}‘a'af)_.[ } (A.4.3)

i utilitzant 1°expressid (3.4.4) de J MY , arribem a la se-

glient expressid general per a W/ :

+ (kz’ql"n: E'Q)"(afja‘dt - LFQ+§QIJ(K}IOQ{ '“El}luq J ~+ (\4 o(qi‘ﬂ’;o(a') (I—’oai -, 'ql)] +
+ A (_}Poa'}”a‘a'}'“a}’@fa‘) + A (?q+(5a\)()jm%sa _}ﬂqm}pa(q{} —

B '{Zea(“q )'(a[o. +°‘u‘}‘aa aa'” 1)05'5'!) } { - = é gq-‘i'/ch )
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(A.4.4)
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APENDIX 5.

Variables per a sistemes de N particules.

Per a N particules hom pot introduir tamb& unes coordena

des semblants a les del Apdndix 2. Tenim aqui 2N-1 vectors:

po_p m M
Xaal = Ka — Xat , T, (A.5.1)

que sbn les posicions relatives i els quadrivectors velocitat
n}é. Amb aquests podem construir N(2N-1) productes escalars;
de tots els xa);, tant sols hi ha N-1 d“independents. Definim

les seglients variables:

-2
Zagt = Aqa( {Tl:t (kaa','ﬁa\ e qu" (ka.u",""a' )75

o Kagt =T 'na(},l ; Mot = Kool = Tage (& ta')
Introduim:
M o_ M M Mo, _
e T

Utilitzarem com a vectors els hﬁ,’l ’ T!‘; s Ja@ que verifiquen:

SURSERET (8.5.4)

— 2
Com a escalars prendrem els productes hy h;}/u g kaa' s H b
i en lloc de h{jn b prendrem les N(N-1) variables z__ .. Hom
pot veure fdcilment que el canvi 8s invertible; el Jacobid és
un producte de Aaa' »

Les Zoq” verifiquen Dbzaa"=gab , 1 prenem les seglients

combinacions d‘aquestes variables:
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Zo = qu,qiwl Q:Jf__.!l\l—»!

(A.5.5)
Pla-ituzyey,  * b<a
zab" za',o.u:
ﬂo%ﬂu&j+b;2 m brosd
(A.5.6)
ENB-ZN,L = f(u-nm—z).} Lef. 3 Lrl}—-.,N‘L
El conjunt d’escalars que utilitzarem serd aix{:
z
{2“ ) Fw L“G y Kaa! 5 T }
(4s5.77)

NN Do) S ) N Tetal, N(an-)

on h «p =h’;J h&}‘ . Hem escollit aquestes variables perqud te-

nen la propietat seglient:

Dﬁ{zl"/ f} L‘/KI TI?} - {éo‘g’for Oros OZ]

(As58)
Es a dir, D,=9/922, , a=1,...,N.
Aquestes variables verifiquen a més:
RalMUs w@Y = ALY np
a ]{ d/ﬁbk = a, g k
(A.5.9)

RALU{ZQFEQU f,Q,k,ﬂ1313{2;£i/zaszh,k,nz}
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APENDIX 6,
Fdrmules per al model DGL predictivitzat.

(n)
de la férmula (5.3.17) ve donat per la férmula recu-
a

rrent:
’(‘r S CESER —#E(i KZ ot MZ-L L) E‘tf'/““’
Trq Tt (K 155) 2A26 w=
A u-t R/ oy W wew ( )
_ A,.6,1
2R it K‘Z:[ M E‘:O A AL"‘
w
on W, és:
(w) W
W - Z lf Lw,} ( W) (¢ AT W W(Az
& Wt wigzu-d Kl S --g WWIE / %) (A.6.2)
WA
2 al voltant de %5 (5.3.20):

(u)
i les ¥ venen de desenvolupar X
(w) ) (w-w)

(w)
€ = 2kzad, - nQ;Z o AL (A.6.3)

La férmula (A.6.1) val per n22; al segon membre tan sols

()
hi apareixen els ’4’3 amb m <n. Per n=2, tenim:

(2 i
A(n I'J Z'qW(ka) (

A, = — YAE (k) e WOURE) —
& qna_nQ‘ (K‘fna[]g { Cl( al )
~ 2K (oo WORHMEIRE ) + i o) (o)’ Wag) ¢ (Ae6+)

E1l desenvolupament de V(xg) é€s automdtic a partir de (A.6.2)

(?)

I
V() = q W (&3) *Ez W, g (4.6.5)
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W)
(Z&}: de la férmula (5.3.25) hom pot escriure

tulﬂ ) M)
Za = "?aFfa + Laa‘ ta’ (A.6.6)
(nl W . [CYR Y
on Aa i L - Vvenen donats en funcid de 8,y 1 ,- com:
(W -\{ W) (w-s) ) () o (wem) M (e
fa= 2 1%a n0at + M g dagt = 2at Ny, = £y Qi 1 w2

M) - (W (- (thj(qu () (u-w) G (a-w) (A.6.7)
=2} w72

aaq :u?-( KQd'a Qaql qc«@a' & N faar = Sata, o faa

Per al cas n=2, i masses iguals, hom obté:

(U w (u ZKL??C\ A?@ 24!
[ A o
a = Alzg-2a] W (50) W (557 + g[“eq Kew? | W2 *ﬂk‘“})a&\qx
(I .
WO (RaT) W7 (RF) (4.6.8)
@ 4, k| w P [2KU
= [ 2) sz ?
LQOJ - m?.(k_‘_w?- Tl + M_L )w (Qq)\ﬂ{ (,\:ai) + —lh;: [K+m1 -—\4 Za' +
A?% X
— - 2(k- w)ea?a::[ Wiz wiez) (4.6.9)
W
¥
@/‘; ve donat per :
(:.” ) W/
M x*
E)()JJ = Vla aO\lA + Qﬂaf i‘i-!‘ (A.6.10)
\;‘“ VI ('-'*l (1-w)
ow: faat = - Z —QQAL —
VeR=1) TTq / v
W P ¥
8, = Z Ua W, fo uz A

prgtv = wn-l
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() g W (o)
'U\ = 2 Q W Y W 3 uc\ = /L
w‘-{»-_ﬁ-mkzp -an
w74
% W (k) kK (o)
W' = 4 *) v N
W, = wuz--«%wu:% Kl S--E W (%3] 3 Wa= W (%)
wi> L
() 2 o« (e (T.-u.‘j) (| e,
_ K4+ Mg _ - N a
*o\ T AReS E S‘\(k E"“ 5 o A Kt
Q"KJ ©)

w,)
LM] k a ° =
Sa= Z L->(‘_f"“")/¢a snly 3 Sa=d
WA = A2a

i

(ii
En particular, ©4 ens dbéna:

Lo = WL e (et zmind + el 20 (esengt) | +
QUQT?q((K“'n;[)?'
2 2T BYMaT
K+ (M= )A ' 2a
*(“ n(: q: :) W (%§) W"(Q&) (A.6.11)
K4 l'lqnw(k\ﬂ-g-‘ﬁ
2) qu \K‘(QTJE
¥ A
Youi = _,W( ) a {2(3 ot .na)K +€nq|(nq+r@)y\ + (né 4611,\1'\,,

z
2 ptog (6+05)*

k+nf -
+3Wa”ai*"Z"af)k*UQ"Q'(3RQ+H°' ﬁ " K+13 s Wt g
f

3
% (ng ‘-U-éf } /\q €a
T’q TG‘ ( h+T’|§(J 3

W(Q})W“(‘é}l) (A.6.12)

i per al cas de masses iguals, recuperem les expressions (5.4.3).
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